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Цели и задачи дисциплины:
- изучение основных понятий, законов теории вероятностей и математической статистики и их приложений в различных областях.

- овладение приемами и методами рнешения конкретных задач.

- умение строить математические модели реальных процессов, подобрать методы оценки построенной модели.

- умение пользоваться справочной и научной литературой.

- развитие математичекой интуиции.

- воспитание математической культуры.

- формирование научного мировоззрения и логического мышления.

Дисциплина «Теория вероятностей и математическая статистика» опирается на знание курса математического анализа, геометрии и алгебры знание основ теории множеств

Основные положения дисциплины «Теория вероятностей и математическая статистики» используются в теории надежности, теории массового обслуживания, в теоритической физике геодезии, астрономии, теории ошибок наблюдений, теории автоматического управления, общей теории связи, криптографии и других теоретических и прикладных науках

В результате изучения дисциплины студенты должны:

-уметь свободно оперировать основными понятиями ТВиМС.

-уметь   ставить математические задачи
-уметь строить вероятностные модели.

-уметь подбирать подходящий вероятностные методы и алгоритмы решения задач

-уметь проводить  качественные статические исследования

-уметь на основе проведенного анализа выработать практические рекомендации.
Содержание дисциплины
	№ занятия
	№

недели
	Темы  занятий
	Примечания

	Модуль №1 «Теория вероятностей»

	1
	1
	Лекция №1. Элементы комбинаторики.  Пространство элементарных событий. Виды событий. Алгебра событий,  классическое определение вероятности, статистическая вероятность, геометрическая вероятность.
	[1]
22-28      
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	1
	Практическое занятие  №1. Элементы комбинаторики: размещение, перестановка, сочетание.
ИДЗ №1  «Элементы комбинаторики»
	[3]
 4-10;
[2]
 5-19

	3
	2
	Лекция  №2. Вероятность. Свойства вероятности. Теорема сложения вероятности. Условная вероятность. Теорема умножения вероятностей. Формула полной вероятности. Формула Бейеса.
	[1]
38-39, 
50-53

	4
	2
	Практическое занятие  №2. Классическая вероятность.

ИДЗ №2  «Классическая вероятность»
	[3]
12-18;
[2]
 20-49

	5
	3
	Лекция №3. Повторение испытаний. Формула Бернулли. Локальная теорема Лапласа. Интегральная теорема Лапласа, теорема Пуассона.
	[1]
58-60

	6
	3
	Практическое занятие  №3. Условная вероятность. Умножения вероятностей.
	[3]
 20-25;

	7
	4
	Лекция №4. Виды случайных величин. Закон распределения вероятностей дискретной случайной величины. Биномиальное распределение. Распределение Пуассона. Математичекое ожидание дискретной случайной величины. Дисперсия дискретной случайной величины. Функция распределения.
	[1]
 64-69,
 78-79,
 88-89

	8
	4
	Практическое занятие  №4 Схема Бернулли. Формула Бернулли, формулы Лапласа, формула Пуассона.
ИДЗ №3  «Схема Бернулли, формулы Лапласа».
	[3]
135-136;
[2]
 73-87

	9
	5
	Лекция №5. Плотность распределения вероятностей непрерывной случайной величины. Математическое ожидание, дисперсия непрерывной случайной величины.
	[1]
116-120, 
125-126

	10
	 5
	Практическое занятие  №5. Дискретная случайная величина. Математическое ожидание, дисперсия. 
	[3] 
141-143

	11
	6
	Лекция №6. Нормальное распределение. Стандартная запись нормального закона распределения.  Применение закона  нормального распределения.
	[1]
130-131

	12
	6
	Практическое занятие  №6. Функция распределения.
	[3]

143-145

	13
	7
	Лекция №7. Равномерное распределение. Показательное распределение. Распределение  Стьюдента.
ИДЗ №4 «Применение закона  нормального распределения»
	[1]
149-151


	14
	7
	Практическое занятие  №7.   Плотность распределения вероятностей непрерывной случайной величины.
	[3]
150-153



	15
	8
	Лекция №8. Законы больших  чисел. Неравенство Чебышева. Теорема  Чебышева.
	[1]
101-106

	16
	8
	Практическое занятие  №8.  Математическое ожидание, дисперсия непрерывных случайных величин.
	[3]
153-155

	17
	9
	Лекция №9. Числовые характеристики систем двух случайных величин. Корреляционный момент. Коэффициент корреляции. 
МД №1. «Теория вероятностей»
	[1]
177-179

	18
	9
	Практическое занятие  №9.  Нормальное распределение.
	[3]
156-158

	Коллоквиум по модулю №1 «Теория вероятностей»

	Модуль №2 «Математическая статистика»

	19
	10
	Лекция №10. Генеральная и выборочная совокупности. Способы отбора. Статистическое распределение выборки. Полигон и гистограмма.
ИДЗ №5  «Полигон и гистограмма».
	[1]
190-196

	20
	10
	Практическое занятие  №10. Законы больших  чисел. Неравенство Чебышева. Теорема  Чебышева.

	[3]
160-162

	21
	11
	Лекция №11. Статистические оценки  параметров распределения. Несмещенные, состоятельные оценки. Оценка генеральной средней, выборочной средней. Генеральная дисперсия. Выборочная дисперсия.
	[1]
206-208

	22
	11
	Практическое занятие  №11. Генеральная и выборочная совокупности. Полигон и гистограмма.
	[3]
168-171

	23
	12
	Лекция №12.  Точечные оценки параметров распределения, метод моментов, метод максимального правдоподобия. 
	[1]
229-230

	24
	12
	Практическое занятие  №12. Оценки генеральной, выборочной средней. Оценки генеральной, выборочной дисперсии.
	[3]
165-169

	25
	13
	Лекция №13. Доверительная вероятность. Доверительные интервалы нормального распределения для математического ожидания, дисперсии и других неизвестных параметров.
	[1]
213-217

	26
	13
	Практическое занятие  №13. Точечные оценки. Метод моментов, метод максимального правдоподобия. 
МД №2. «Математическая статистика»
	[3]
175-181

	Коллоквиум по модулю №2 «Математическая статистика»

	27
	14
	Лекция №14. Проверка статистических гипотез. Критерий 
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 и его применение к проверке гипотезы о виде распределения.
	[1]
293-296

	28
	14
	Практическое занятие  №14. Доверительная вероятность, доверительные интервалы.
 
	[3]
186-190

	29
	15
	Лекция №15. Выборочные уравнения регрессии. Определение параметров линейной и нелинейной регрессии методом наименьших квадратов
	[1 ]
254-256


	30
	15
	Практическое занятие  №15. Метод наименьших квадратов.

 Итоговое занятие
	


«Политика выставления оценок»
	№
	Компоненты курса
	Кол-во заданий
	Макс. балл за 1  задание
	Итого

	1. 
	Математический диктант (МД) 
	2
	3
	6

	2. 
	Индивидуальное домашнее задание  (ИДЗ)
	5
	2
	10

	3. 
	СРС
	2
	7
	14

	4. 
	Коллоквиум
	2
	8
	16

	5. 
	Активность
	14
	1
	14

	6. 
	Итоговый экзамен (письменно)
	1
	40
	40


«Политика выставления оценок для заочников»

	№
	Компоненты курса
	Кол-во заданий
	Макс. балл за 1  задание
	Итого

	1.
	Активность 
	
	
	10

	3.
	СРС
	2
	15
	30

	4
	Итоговый экзамен (письменно)
	1
	40
	40

	5.
	Итого:
	
	
	100


Описание заданий на СРС
	№
п/п
	Наименование СРС
	Срок выдачи
	Срок приема СРС
	Условия выполнения и  объем

	1

2


	СРС№1-РГЗ «Случайные события и случайные величины»
СРС№2-РГЗ «Элементы математической статистики»
	2-неделя

7-неделя
	6-неделя

13-неделя
	Выполнить в тетради для самостоятельной работы, записываются условия задач по порядку, после записи  решение с разъяснениями студента, обязательно надо указать все формулы, определения и основные теоремы которые были использованы при выполнении СРС.


Список основной и  дополнительной литературы
	№
	Авторы 
	Название учебника, учебного пособия
	Издательство, год издания
	библиотека
	кол-во экз.

	1
	Гмурман  В.Е.
	Теория вероятностей и математическая статистика     
	«Высшая   школа», 2001
	Корпус 2.1
	2

	2
	Вентцель Е.С.
	Теория вероятностей         
	Наука, 1964
	Корпус 6.1
	2

	3
	Гмурман  В.Е.
	Руководство к решению задач по теории вероятностей и    математической статистике
	«Высшая   школа», 1979
	Корпус 6.1
	2



Модуль №1 «Теория вероятностей».
Лекция №1 Элементы комбинаторики.  Пространство элементарных событий. Виды событий. Алгебра событий.  Классическое определение вероятности, статистическая вероятность, геометрическая вероятность.

Наблюдаемые нами события (явления) можно подразделить на три вида: достоверные, невозможные и случайные. Достоверным называют событие, которое обязательно произойдет, если будет осуществлена определенная совокупность условий S. Невозможным называют событие, которое заведомо  не произойдет, если будет осуществлена совокупность условий   S. Случайным называют событие, которое при осуществлении совокупности условий S может либо произойти, либо не произойти. Например, если брошена монета, то она может упасть так, что сверху будет либо герб, либо надпись. Поэтому, событие «при бросании монеты выпал герб»- случайное. Случайные события обозначают прописными  буквами латинского алфавита A, B, С…. .  


Каждое случайное событие, в частности - выпадение герба, есть следствие действия очень многих случайных причин (в нашем примере: сила, с которой брошена монета, форма монеты и многие другие.) Невозможно учесть влияние на результат всех этих причин, поскольку число их очень велико и законы этих их действия неизвестны. Поэтому, теория вероятностей не ставит перед собой задачу предсказать, произойдет единичное событие или нет, - она не в силах это сделать.


Дело обстоит по иному, если рассматривать случайные события, которые могут многократно наблюдаться при осуществлении одних и тех же условий  S, т.е. если речь идет о массовых однородных случайных событиях. Достаточно большое число однородных случайных событий, независимо от их конкретной природы, подчиняется определенным закономерностям. Установлением этих закономерностей и занимается теория вероятности.


Предметом теории вероятностей является изучение вероятностных закономерностей массовых однородных случайных событий. 


 В дальнейшем вместо того, чтобы говорить  «совокупность условий S осуществлена » будем говорить кратко  «произведено испытание». Таким образом, событие будем рассматривать как результат испытания.

  
Например, стрелок стреляет по мишени, разделенной на четыре области. Выстрел – это испытание. Попадание в определенную область мишени – событие.


Виды событий. События называют несовместными, если появление одного из них исключает появление других событий в одном и том же испытании. Например, брошена монета. Появление герба исключает появление надписи. События «появился герб» и «появилась надпись»- несовместные.


События называют единственно возможными, если появление в результате испытания одного и только одного их них является достоверным событием. Например, стрелок произвел выстрел по цели. Обязательно произойдет одно из следующих двух событий: попадание и промах. Эти события единственно возможные.


События называют равновозможными, если есть основания считать, что ни одно из этих событий не является более возможным, чем другие. Например, появление герба и появление надписи при бросании монеты есть события равновозможные, так как предполагается, что монета изготовлена из однородного материала, имеет правильную цилиндрическую форму и наличие чеканки не оказывает влияния на выпадение той или иной стороны монеты.   


Классическое определение вероятности. Вероятность является одним из основных понятий теории вероятностей. Рассмотрим пример. Пусть в урне содержится 6 одинаковых, тщательно перемешанных шаров, причем 2 из них – красные, 3 –синие и 1- белый. Возможность вынуть наудачу из урны цветной шар (красный или синий) больше, чем возможность извлечь белый шар. Эта возможность характеризуется числом, которое называют вероятностью события.


Дадим количественную оценку возможности того, что взятый наудачу шар будет цветным.  Появление цветного шара будем рассматривать в качестве события А: А – появление цветного шара. Каждый из возможных результатов испытания (испытание состоит в извлечении шара из урны), т.е. каждое событие, которое может наступить в испытании, назовем элементарным исходом. Элементарные исходы обозначим через 
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-появился белый шар; 
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[image: image4.wmf]3

Е

- появился красный шар; 
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- появился синий шар. Эти исходы единственно возможны (обязательно появится один шар) и равновозможны (шар вынимают наудачу, шары одинаковы и тщательно перемешаны).


Те элементарные исходы, при которых интересующее нас событие наступает, называются благоприятствующими этому событию. В примере, 5 исходов благоприятствуют событию А : 
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Отношение числа благоприятствующих событию А  элементарных исходов к их общему числу называют вероятностью события А и обозначают Р(А)  .В примере, всего элементарных исходов -6, из них 5 благоприятствуют событию А.  Следовательно , вероятность того, что взятый шар окажется цветным, равна 
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Определение 1. Вероятностью  события А называют отношение числа благоприятствующих этому событию исходов к общему числу всех единственно возможных и равновозможных элементарных исходов испытания.


Вероятность события А определяется формулой: 
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где m-число элементарных исходов, благоприятствующих событию А, n-число всех возможных элементарных исходов испытания. Здесь предполагается, что элементарные исходы единственно возможны и равновозможны. 


Из определения вероятности вытекают следующие свойства:

1) Вероятность достоверного события равна единице. 

2) Вероятность невозможно события равна нулю. 

3) Вероятность случайного события есть положительное число, заключенное между нулем и единицей. 
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В теории вероятностей используют элементы комбинаторики. Комбинаторика изучает количества комбинаций, подчиненных определенным условиям, которые можно составить из элементов, безразлично какой природы заданного конечного множества. 

Размещения. Если множество состоит из трех элементов 
[image: image17.wmf],
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, то можно образовать множества , состоящие из одного элемента  
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 или 
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 , или множества, состоящие из двух элементов:
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причем множества, состоящие из одинаковых элементов, но различающиеся их расположением, считаются разными. 


Тогда из 3-х элементов можно образовать 6 размещений по два элемента.  

Размещением 
[image: image22.wmf]n

 элементов по 
[image: image23.wmf]k

элементов без повторений называется множество, состоящие из 
[image: image24.wmf]k

элементов, выбранных из  
[image: image25.wmf]n

 элементов и размещенных в определенном порядке, причем два размещения одинаковых 
[image: image26.wmf]k

 элементов, различающихся только расположением элементов, считаются различными: 
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Перестановками  из 
[image: image28.wmf]n

 элементов называются такие размещения  из 
[image: image29.wmf]n

 элементов, которые различаются только расположением элементов:
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где 
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Заметим, что удобно  рассматривать 0!, полагая, по определению, 0!=1.

Сочетаниями из  
[image: image32.wmf]n

 элементов по 
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в каждом называются такие размещения, каждое из которых содержит   
[image: image34.wmf]k

 элементов  и которые отличаются по меньшей мере одним из элементом, причем размещения, различающиеся только расположением элементов, являются идентичными сочетаниями: 
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Относительной частотой события называют отношение числа испытаний, в которых событие появилось, к общему числу фактически произведенных испытаний. Относительная частота события А определяется формулой:
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, где m- число появлений события, n –общее число испытаний. 


Сопоставляя определения вероятности и относительной частоты, заключаем: вероятность вычисляют до опыта, а относительную частоту  после опыта.   


Наблюдения показали, что если в одинаковых условиях производятся опыты, в каждом из которых число испытаний достаточно велико, то относительная частота обнаруживает свойство устойчивости. Это свойство состоит в том, что в различных опытах относительная частота изменяется мало (тем меньше, чем больше произведено испытаний), колеблясь около некоторого постоянного числа, которое и есть вероятность появления события. 


Таким образом, если опытным путем установлена относительная частота, то полученное число можно принять за приближенное значение вероятности.  


Статистическая вероятность. «Классическое» определение вероятности предполагает, что число элементарных исходов испытания- конечно. На практике же весьма часто встречаются испытания, число возможных исходов которых - бесконечно. Это обстоятельство указывает на ограниченность классического определения. 


Наиболее слабая сторона классического определения состоит в том, что очень часто невозможно представить результат испытания в виде совокупности элементарных событий. Еще труднее указать основания, позволяющие считать элементарные события равновозможными. Обычно о равновозможности элементарных исходов испытания, заключают из соображения симметрии. Однако задачи, в которых можно исходить из соображений симметрии, на практике встречаются весьма редко. 


По этой причине наряду с классическим определением пользуются также статистическим определением вероятности, принимая за вероятность события относительную частоту или число, близкое к ней. Например, если в результате достаточно большого числа испытаний оказалось, что относительная частота весьма близка к числу 0,4, то это число можно принять за статическую вероятность события.                        

Лекция №2 Вероятность. Свойства вероятности. Теорема сложения вероятности. Условная вероятность. Теорема умножения вероятностей. Формула полной вероятности. Формула Бейеса.
Суммой  А+В двух событий А и В называют событие, состоящее в появлении события А, или события В, или обоих этих событий. Например, если из орудия произведены два выстрела и А- попадание при первом выстреле, В- попадание при первом выстреле, то  А+В попадание при первом выстреле, или при втором, или в обоих выстрелах.

В частности, если два события А и В – несовместные, то А+В – событие, состоящее в появлении одного их этих событий, безразлично какого. 

Суммой нескольких событий называют событие, которое состоит  в появлении хотя  бы одного из этих событий. Например, событие А+В+С состоит в появлении одного из следующих событий:  А,В,С, А и В,А и С, В и С,А и В и С. Пусть события А и В несовместные , причем вероятности этих событий известны. Как найти вероятность того, что наступит либо событие А, либо событие В. Ответ на этот вопрос дает теорема сложения вероятности несовместных событий:

 Вероятность появления одного из двух несовместных событий, безразлично какого, равна сумме вероятностей этих событий:
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Следствие. Вероятность появления одного из нескольких попарно несовместных событий, безразлично какого, равна сумме вероятностей этих событий:  
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Полной группой называют совокупность единственно возможных событий испытания. Например, стрелок производит по мишени 2 выстрела. Событие 
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A

- одно попадание, 
[image: image40.wmf]2

A

- два попадания, 
[image: image41.wmf]3

A

-промах образуют полную группу.

Теорема 1. Сумма вероятностей событий 
[image: image42.wmf]1
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  образующих полную группу, равна единице:
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Противоположными называют два единственно возможных события, образующих полную группу. Если одно из двух противоположных событий обозначено через А, то другое принято обозначать
[image: image46.wmf]-
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 Например, попадание и промах при выстреле по цели – противоположные события. Если А-попадание, то 
[image: image47.wmf]-
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 - промах.       


Теорема 2. Сумма вероятностей противоположных событий равна единице:
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Принцип практической невозможности маловероятных событий. При решении многих практических задач приходится иметь дело с событиями, вероятность которых весьма мала, т.е. близка к нулю. Можно ли считать, что маловероятное событие А  в единичном испытании не произойдет? Такого заключения сделать нельзя, так как не исключено, хотя и мало вероятно, что событие А наступит.


Длительный опыт показывает, что маловероятное событие в единичном испытании в подавляющем большинстве случаев не наступает. На основании этого факта принимают следующий «принцип практической невозможности маловероятных событий»: если случайное событие имеет очень малую вероятность, то практически можно считать, что в единичном испытании это событие не наступит.  


Единственно возникает вопрос: насколько малой должна быть вероятность события, чтобы можно было считать невозможным его появление в одном испытании? На этот вопрос, нельзя ответить однозначно. Для задач, различных по существу, ответы будут разными.


Достаточно малую вероятность, при которой (в данной определенной задаче) событие можно считать практически невозможным, называют уровнем значимости. На практике обычно принимают уровни значимости, заключенные между 0,01 и 0,05. Уровень значимости, равный 0,01, называют однопроцентным; уровень значимости, равный 0,02, называют двухпроцентным  и т.д.

Принцип практической невозможности маловероятных событий позволяет делать предсказания не только о событиях, имеющих малую вероятность, но и о событиях, вероятность которых близка к единице. А именно, если случайное событие имеет вероятность очень близкую к единице, то практически можно считать, что в единичном испытании это событие наступит. Разумеется, ответ на вопрос о том, какую вероятность считать близкую к единице, зависит от существа задачи. 



Два события называют независимыми, если вероятность одного из них не зависит от появления или непоявления другого. Например, монета брошена 2 раза. А - появления герба в первом испытании , В- непоявление герба во втором испытании. Вероятность появления герба в первом испытании не зависит от появления  или непоявление герба во втором испытании. В свою очередь, вероятность выпадения герба во втором испытании не зависит от результата первого испытания. Таким образом , события А и В – независимые.


Несколько событий называют попарно независимыми, если каждые два из них независимы. Например, монета брошена 3 раза. Пусть А, В, С – события, состоящие в появлении герба соответственно в первом, втором и третьем испытаниях. Каждые два из рассматриваемых событий (т.е. А и В, А и С, В и С)- независимы. Таким образом, события  А, В и  С – попарно независимы. 


Два события называют зависимыми, если вероятность появления одного из них зависит от наступления или ненаступления другого события. Например, в ящике  100 деталей: 80 стандартных  и  20 нестандартных. Наудачу  берут  одну  деталь, не возвращая  ее  в  ящик. Если  появилась  стандартная  деталь (событие А), то  вероятность  извлечения  стандартной  детали  при  втором  испытании  (событие В) 
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; если  же в первом  испытании  вынута  нестандартная  деталь, то  вероятность 
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  Таким  образом, вероятность  появления  события В зависит от  наступления  или  ненаступления  события  А.  События  А и В – зависимые.

   
 Произведением  двух событий   А и В называют  событие  А В, состоящее  в  совместном  появлении  (совмещении) этих  событий. Например, если  в  ящике  содержатся  детали, изготовленные заводами №1  и №2, и А – появление  стандартной  детали, В – деталь изготовлена  заводом №1, то  АВ  - появление  стандартной  детали  завода  №1.

   
 Произведением  нескольких  событий  называют  событие, состоящее  в  совместном  появлении  всех  этих  событий. Например, событие  АВС состоит  в  совмещении  событий  А, В  и С. 

    
Пусть события  А  и  В независимые, причем  вероятности  этих  событий  известны. Как  найти  вероятность  совмещения  событий  А  и В? Ответ  на  этот  вопрос дает теорема  умножения вероятностей независимых событий..

   
 Вероятность  совместного  появления  двух  независимых  событий  равна  произведению  вероятностей  этих  событий:
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  Для того  чтобы  обобщить  теорему  умножения  на  несколько  событий, введем  понятие  независимости  событий  в  совокупности. 

    
Несколько  событий  называют  независимыми в совокупности, если  каждое  из  них  и любая  комбинация  остальных  событий (содержащая  либо все  остальные  события, либо  часть из них)  есть  события  независимые. Например, если  события 
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 независимые в совокупности, то независимыми являются  события:  
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 Подчеркнем, что если  несколько  событий  независимы  попарно, то отсюда еще  не следует  их  независимость  в совокупности. В этом  смысле  требование  независимости  событий  в  совокупности  сильнее требования  их  попарной  независимости. 

    
Следствие. Вероятность совместного  появления  нескольких  событий, независимых  в  совокупности, равно  произведению вероятностей  этих  событий:
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Вероятность появления хотя бы одного события. Пусть  в  результате  испытания  может  появиться  n событий  независимых  в  совокупности, либо  некоторые  из  них  (в частности,  только  одно  или ни одного),  причем  вероятности  появления  каждого  из  событий  известны. Как найти  вероятность  того, что  наступит  хотя  бы  одно из этих  событий? Например, если  в  результате  испытания могут  появиться  три  события, то  появление  хотя  бы одного  из  этих  событий  означает  наступление  либо  одного, либо  двух,  либо  трех  событий. Ответ  на  поставленный  вопрос  дает  следующая  теорема. 

    
Теорема 1. Вероятность  появления  хотя  бы  одного  из  событий   
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,  независимых в совокупности, равна  равности  между  единицей  и произведением  вероятностей  противоположных  событий  
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Частный случай. Если события   
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 имеют  одинаковую  вероятность, равную р , то  вероятность  появления  хотя  бы  одного из  этих  событий
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Условная вероятность. Пусть  события  А и В  зависимые. Из определения зависимых  событий  следует, что  вероятность  одного  из событий  зависит  от  появления  или  непоявления  другого.  Поэтому, если  нас  интересует  вероятность, например  события  В, то  важно  знать  наступило  ли  событие А.

    
Условной  вероятностью 
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  называют  вероятность  события  В, вычисленную в предположении, что  событие  А уже  наступило.

        
Замечание. Из определения независимых событий следует, что появление одного из них не изменяет вероятности наступления другого. Поэтому для независимых событий справедливы равенства:
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Таким образом, условные вероятности независимых событий равны их безусловным вероятностям.
Теорема умножения вероятностей зависимых событий. Пусть  события  А и В зависимые, причем  вероятности  
[image: image83.wmf])
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известны. Как найти  вероятность совмещения  этих  событий, т.е. вероятность того, что  появится  и событие  А и событие В? Ответ  на  этот  вопрос  дает  теорема  умножения вероятностей зависимых событий:

Вероятность  совместного  появления  двух  зависимых  событий  равна  произведению  вероятности  одного  из них  на  условную вероятность  другого, вычисленную  в  предположении, что  первое  событие  уже  наступило:
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 EMBED Equation.3  [image: image86.wmf]).
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Следствие. Вероятность совместного появления нескольких зависимых событий равна произведению вероятности одного из них на условные вероятности всех остальных, причем вероятность каждого последующего события вычисляется в предположении, что все предыдущие события уже появились: 
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 где 
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-вероятность события 
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, вычисленная в предположении, что события 
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 наступили.

В частности, для трёх зависимых событий будем иметь: 
[image: image91.wmf]()()()()
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Заметим, что порядок, в котором расположены события, может быть выбран любым, т.е. безразлично, какое событие считать первым, вторым и т.д.

Два события называются совместными, если появление одного из них не исключает появление другого в одном и том же испытании. Например: 
[image: image92.wmf]A

 - появление четырёх очков при бросании игральной кости; 
[image: image93.wmf]B

 - появление чётного числа очков. События 
[image: image94.wmf]A

 и 
[image: image95.wmf]B

 -  совместные.

Пусть события 
[image: image96.wmf]A

 и 
[image: image97.wmf]B

 совместны, причём даны вероятности этих событий и вероятность их совместного появления. Как найти вероятность события 
[image: image98.wmf]AB
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, состоящего в том, что появится хотя бы одно из событий  
[image: image99.wmf]A

 и 
[image: image100.wmf]B

?  Ответ на этот вопрос даёт теорема сложения вероятностей совместных событий. 

Вероятность появления хотя бы одного из двух совместных событий равна сумме вероятностей этих событий без вероятности их совместного появления:
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Формула полной вероятности. Пусть событие 
[image: image102.wmf]A

 может наступить при условии появления одного из несовместных событий 
[image: image103.wmf]12
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, которые образуют полную группу. Пусть известны вероятности  этих событий и условные вероятности 
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события 
[image: image105.wmf]A

. Как найти вероятность события 
[image: image106.wmf]A

? Ответ на этот вопрос даёт следующая теорема 1.

Теорема 1.  Вероятность события 
[image: image107.wmf]A

, которое может наступить лишь при условии появления одного из несовместных событий 
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, образующих полную группу, равна сумме произведений вероятностей  каждого из этих событий на соответствующую условную вероятность события 
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Эту формулу называют «формулой полной вероятности».

Формулы Бейса . Пусть событие 
[image: image111.wmf]A

 может наступить при условии появления одного из несовместных событий  
[image: image112.wmf]12
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, образующих полную группу. Поскольку заранее неизвестно, какое из этих событий наступит, их называют гипотезами. Вероятность появления события 
[image: image113.wmf]A

определяется по формуле полной вероятности:
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Допустим, что произведено испытание, в результате которого появилось событие 
[image: image115.wmf]A

. Поставим своей задачей определить, как изменились (в связи с тем, что событие 
[image: image116.wmf]A

уже наступило) вероятности гипотез. Другими словами, будем искать условные вероятности 
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Найдём сначала  условную вероятность 
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Отсюда
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Заменив здесь 
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Аналогично, выводятся формулы, определяющие условные вероятности остальных гипотез, т.е. условная вероятность любой гипотезы    
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) может быть вычислена по формуле:
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Полученные  формулы  называют  формулами  Бейеса. Формулы  Бейеса  позволяют  переоценить  вероятности  гипотез  после  того, как  становится  известным  результат  испытания, в итоге которого  появилась  событие А.
Лекция №3. Повторение испытаний. Формула Бернулли. Локальная теорема Лапласа. Интегральная теорема Лапласа, теорема Пуассона.
Если производится несколько испытаний, причём вероятность испытания 
[image: image126.wmf]A

 в каждом испытании не зависит от исходов других испытаний, то такие испытания называют независимыми относительно события 
[image: image127.wmf]A

.

В разных независимых испытаниях событие 
[image: image128.wmf]A

 может иметь либо различные вероятности, либо одну и ту же  вероятность. Мы будем рассматривать лишь такие независимые испытания, в которых событие  
[image: image129.wmf]A

 имеет одну и ту же вероятность.

Воспользуемся понятием сложного события, понимая под ним совмещение нескольких отдельных событий, которые называют простыми.

Пусть производится 
[image: image130.wmf]n

 независимых испытаний, в каждом из которых событии 
[image: image131.wmf]A

 может появиться либо не появиться. Будем считать, что вероятность события 
[image: image132.wmf]A

 в каждом испытании одна и та же, а именно равна 
[image: image133.wmf]p

. Следовательно, вероятность ненаступления события 
[image: image134.wmf]A

 в каждом испытании также постоянна и равна 
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Вычислим вероятность того, что при 
[image: image136.wmf]n

 испытаниях событие 
[image: image137.wmf]A

 осуществится ровно 
[image: image138.wmf]k

 раз и, следовательно, не осуществится 
[image: image139.wmf]nk
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 раз.

Важно подчеркнуть, что не требуется, чтобы событие 
[image: image140.wmf]A

 повторилось, ровно 
[image: image141.wmf]k

 раз в определенной последовательности. Например, если речь идёт о появлении событии 
[image: image142.wmf]A

 три раза в четырёх испытаниях, то возможны следующие сложные события:
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Запись 
[image: image147.wmf]AAAA

 означает, что в первом, втором и третьем испытаниях событие 
[image: image148.wmf]A

 наступило, а в четвертом испытании оно не появилось, т.е. наступило противоположное событие 
[image: image149.wmf]A

; соответственный смысл имеют и другие записи.

Искомую вероятность обозначим 
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. Например, символ 
[image: image151.wmf]5
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 означает вероятность того, что в пяти испытаниях событие появится ровно 3 раза и, следовательно, не наступит 2 раза.

Поставленную задачу решает так называемая формула Бернулли:
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Пользоваться формулой Бернулли при больших значениях 
[image: image154.wmf]n

 достаточно трудно, так как формула требует выполнения действий над громадными числами.

Естественно возникает вопрос: нельзя ли вычислить интересующую нас вероятность, не прибегая к формуле Бернулли? Оказывается, можно. Локальная теорема Лапласа и даёт асимптотическую формулу, которая позволяет приближенно найти вероятность появления события ровно 
[image: image155.wmf]k

 раз в 
[image: image156.wmf]n

 испытаниях, если число испытаний достаточно велико.


Локальная теорема Лапласа. Если вероятность 
[image: image157.wmf]p

 появления события 
[image: image158.wmf]A

 в каждом испытании постоянна и отлична от нуля и единицы, то вероятность 
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 того, что событие 
[image: image160.wmf]A

 появиться в 
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 испытаниях ровно 
[image: image162.wmf]k

 раз, приближенно равна (тем точнее, чем больше 
[image: image163.wmf]n

) значению функции
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Имеются таблицы, в которых помещены значения функции 
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, соответствующие положительным значениям аргумента 
[image: image167.wmf]x

. Для отрицательных значений аргумента  пользуются теми же таблицами, так как функция  
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Итак, вероятность того, что событие 
[image: image170.wmf]A

 появиться в 
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 независимых испытаниях ровно 
[image: image172.wmf]k

 раз, приближенно равна:
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Интегральная теорема Лапласа. Вновь предложим, что производится 
[image: image175.wmf]n

 испытаний, в каждом из которых вероятность появления события 
[image: image176.wmf]A

 постоянна и равна 
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. Как вычислить вероятность 
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, того, что событие 
[image: image179.wmf]A

 появится в 
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 испытаниях не менее 
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 и не более 
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 раз (для краткости будем говорить «от 
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 до 
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 раз»)? На этот вопрос отвечает интегральная теорема Лапласа, которую мы приводим ниже, опустив доказательство.

Теорема. Если вероятность р наступления события А  в каждом испытании постоянна и отлична от нуля и единицы, то вероятность Рп (k1, k2) того, что событие А появится в п испытаниях от k1 до k2 раз, приближенно равна определенному интегралу 

Pn(k1,k2)
[image: image185.wmf]@
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где x' =(k1—np)/
[image: image187.wmf]npq

 и x” =(k2—np)/
[image: image188.wmf]npq

.
При решении задач, требующих применения интегральной теоремы Лапласа, пользуются специальными таблицами, так как неопределенный интеграл 
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 не выражается через элементарные функции. Таблица для

интеграла Ф (х) = 
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   приведена в конце книги (см. приложение 2). В таблице даны значения функции Ф(х) для положительных значений х и для х = 0; для х < 0 пользуются той же таблицей [функция Ф (х) нечетна,т.е.

Ф(—х) = — Ф(х)]. В таблице приведены значения интеграла лишь до х=5так как для х > 5 можно принять Ф(x) = 0,5. Функцию Ф(х) часто называют функцией Лапласа.
Для того чтобы можно было пользоваться таблицей функции Лапласа, преобразуем соотношение (*) так:

Pn(k1,k2)
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    = Ф(x”)- Ф(x’).

Итак, вероятность того, что событие А появится в п независимых испытаниях от k1 до k2 раз,

Pn(k1,k2)
[image: image196.wmf]@

 Ф(x”)- Ф(x’)

где х' = (k1 — пр)/
[image: image197.wmf]npq

 и x" = (k2—np)/
[image: image198.wmf]npq

.
Замечание. Обозначим через т число появлений события А при п независимых испытаниях, в каждом из которых вероятность наступления события А постоянна и равна р. Если число т изменяется от k1 до k2, то дробь (т — np)/
[image: image199.wmf]npq

 изменяется от (k1 — пр)
[image: image200.wmf]npq

 = х’ до (k2 — пр) 
[image: image201.wmf]npq

 =х". Следовательно, интегральную теорему Лапласа можно записать и так:

P(x’
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Лекция №4. Виды случайных величин. Закон распределения вероятностей дискретной случайной величины. Биномиальное распределение. Распределение Пуассона. Математичекое ожидание дискретной случайной величины. Дисперсия дискретной случайной величины. Функция распределения.
Случайной называют величину, которая в результате испытания примет одно и только одно возможное значение, наперед не известное и зависящее от случайных причин, которые заранее не могут быть учтены.

Дискретной (прерывной) называют случайную величину, которая принимает отдельные, изолированные возможные значения с определенными вероятностями. Число возможных значений дискретной случайной величины может быть конечным или бесконечным.

Непрерывной называют случайную величину, которая может принимать все значения из некоторого конечного или бесконечного промежутка. Очевидно, число возможных значений непрерывной случайной величины бесконечно.

Замечание. Настоящее определение непрерывной случайной величины не является точным. Более строгое определение будет дано позднее.

На первый взгляд может показаться, что для задания дискретной случайной величины достаточно перечислить все ее возможные значения. В действительности это не так: случайные величины могут иметь одинаковые перечни возможных значений, а вероятности их — различные. Поэтому для задания дискретной случайной величины недостаточно перечислить все возможные ее значения, нужно еще указать их вероятности.

Законом распределения дискретной случайной величины называют соответствие между возможными значениями и их вероятностями; его можно задать таблично, аналитически (в виде формулы) и графически.

При табличном задании закона распределения дискретной случайной величины первая строка таблицы содержит возможные значения, а вторая — их вероятности:

	X
	    x1     
	x2
	...   
	xn   

	p
	   p1    
	p2
	   …  
	pn


Приняв во внимание, что в одном испытании случайная величина принимает одно и только одно возможное значение, заключаем, что события X = х1, X = х2, . .., X = хп образуют полную группу; следовательно, сумма вероятностей этих событий, т. е. сумма вероятностей второй строки таблицы, равна единице:

p1+p2+ …+pn=1.

Если множество возможных значений X бесконечно (счетно), то ряд  p1+p2+ … сходится и его сумма равна единице.

Пусть производится п независимых испытаний, в каждом из которых событие А может появиться либо не появиться. Вероятность наступления события во всех  испытаниях постоянна и равна р (следовательно, вероятность непоявления q=1—р). Рассмотрим в качестве дискретной случайной величины X число появлений события А в этих испытаниях.

Поставим перед собой задачу: найти закон распределения величины X. Для ее решения требуется определить возможные значения X и их вероятности. Очевидно, событие А в п испытаниях может либо не появиться, либо появиться 1 раз, либо 2 раза, ..., либо п раз. Таким образом, возможные значения X таковы: х1 = 0, x2=1, х3= 2, ..., хп+1 = п. Остается найти вероятности этих возможных значений, для чего достаточно воспользоваться формулой Бернулли:

Pn(k)=
[image: image205.wmf]k
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где k = 0, 1, 2, .... п.
Формула (*) и является аналитическим выражением искомого закона распределения.

Биномиальным называют распределение вероятностей, определяемое формулой Бернулли. Закон назван «биномиальным» потому, что правую часть равенства (*) можно рассматривать как общий член разложения бинома Ньютона:

(p + q)n = 
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Таким образом, первый член разложения рп определяет вероятность наступления рассматриваемого события п раз в п независимых испытаниях; второй член npn-1q определяет вероятность наступления события п—1 раз; . . .; последний член qn определяет вероятность того, что событие не появится ни разу.

Напишем биномиальный закон в виде таблицы:

	X
	N
	n-1
	…
	k
	…
	0

	P
	pn
	npn-1q
	…
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 Распределение Пуассона. Пусть производится п независимых испытаний, в каждом из которых вероятность появления события А равна р. Для определения вероятности k появлений события в этих испытаниях используют формулу Бернулли. Если же п велико, то пользуются асимптотической формулой Лапласа. Однако эта формула непригодна, если вероятность события мала (р
[image: image211.wmf]£

0,1). В этих случаях (п велико, р мало) прибегают к асимптотической формуле Пуассона.

Итак, поставим перед собой задачу найти вероятность того, что при очень большом числе испытаний, в каждом из которых вероятность события очень мала, событие наступит ровно k раз. Сделаем важное допущение: произведение пр сохраняет постоянное значение, а именно пр = 
[image: image212.wmf]l

. Как будет следовать из дальнейшего, это означает, что среднее число появлений события в различных сериях испытаний, т. е. при различных значениях п, остается неизменным.

Воспользуемся формулой Бернулли для вычисления интересующей нас вероятности:

Pn(k)=
[image: image213.wmf].
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Так как рп =
[image: image214.wmf]l

 , то р=
[image: image215.wmf]l

/п. Следовательно,

Pn(k)=
[image: image216.wmf].
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Приняв во внимание, что п имеет очень большое значение, вместо Рn (к) найдем 
[image: image217.wmf]¥
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Pn (k). При этом будет найдено лишь приближенное значение отыскиваемой вероятности: п хотя и велико, но конечно, а при отыскании предела мы устремим п к бесконечности. Заметим, что поскольку произведение пр сохраняет постоянное значение, то при п
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 EMBED Equation.3  [image: image219.wmf]¥

 вероятность р
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Итак,
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Таким образом (для простоты записи знак приближенного равенства опущен),

Pn(k)=
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Эта формула выражает закон распределения Пуассона вероятностей массовых (п велико) и редких (р мало) событий.

Математическое ожидание дискретной случайной величины. Математическим ожиданием дискретной случайной величины называют 

сумму произведений всех ее возможных значений на их вероятности.

Пусть случайная величина X может принимать только значения х1, х2, ..., хп, вероятности которых соответственно равны р1, р2, . . ., рп. Тогда математическое ожидание М (X) случайной величины X определяется равенством

М (X) = х1р1 + х2р2 + … + xnpn.
Если дискретная случайная величина X принимает счетное множество возможных значений, то

М(Х)=
[image: image223.wmf]å
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причем математическое ожидание существует, если ряд в правой части равенства сходится абсолютно.

 Вероятностный смысл математического ожидания.
Пусть произведено п испытаний, в которых случайная величина X приняла т1 раз значение х1, т2 раз значение х2,...,mk раз значение xk, причем т1 + т2+ …+тк = п. Тогда сумма всех значений, принятых X, равна

х1т1 + х2т2 + ... + хктк.
Найдем среднее арифметическое 
[image: image224.wmf]X

 всех значений, принятых, случайной величиной, для чего разделим найденную сумму на общее число испытаний:


[image: image225.wmf]X

 = (х1т1 + х2т2+ ... + хктк)/п,

или


[image: image226.wmf]X

 = х1 (m1/ n) + х2 (m2/ n) + ... + хк (тк/п).        (*)

Заметив, что отношение m1/ n — относительная частота W1 значения х1, m2/ n — относительная частота W2 значения х2 и т. д., запишем соотношение (*) так:


[image: image227.wmf]X

= х1 W1 + x2W2 + ... + хкWk.                         (**)

Допустим, что число испытаний достаточно велико. Тогда относительная частота приближенно равна вероятности появления события:

W1 
[image: image228.wmf]@

p1, W2 
[image: image229.wmf]@

p2, …, Wk 
[image: image230.wmf]@

pk.
Заменив в соотношении (**) относительные частоты соответствующими вероятностями, получим


[image: image231.wmf]X
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 x1p1 + х2р2 + … + хкрк.
Правая часть этого приближенного равенства есть М (X). Итак,


[image: image233.wmf]X

  
[image: image234.wmf]@

 М (X).

Вероятностный смысл полученного результата таков: математическое ожидание приближенно равно (тем точнее, чем больше число испытаний) среднему арифметическому наблюдаемых значений случайной величины.
Свойства математического ожидания.
Свойство 1.  Математическое ожидание постоянной величины равно самой постоянной:
М (С) = С.

Доказательство. Будем рассматривать постоянную С как дискретную случайную величину, которая имеет одно возможное значение С и принимает его с вероятностью р = 1. Следовательно,

М (С) = С*1=  С.
Свойство 2. Постоянный множитель можно выносить за знак математического ожидания:
Доказательство. Пусть случайная величина X задана законом распределения вероятностей:

	X
	x1
	x2
	…
	xn

	p
	p1
	p2
	…
	pn


Напишем закон распределения случайной величины CX:

	CX
	Cx1
	Cx2
	…
	Cxn

	p
	P1
	P2
	…
	pn


Математическое ожидание случайной величины СХ:

 M(CX) = Cx1p1 + Cx2p2+...+Cxnpn = С (х1р1 + x2pz + . .. + хпрп) = СМ (X).
Итак,

М(СХ)=СМ(Х).
Свойство 3. Математическое ожидание произведения двух независимых случайных величин равно произведению их математических ожиданий:
M(XY) = M(X)M(Y).
Доказательство. Пусть независимые случайные величины X и Y заданы своими законами распределения вероятностей (Для упрощения выкладок мы ограничимся малым числом возможных значений. В общем случае доказательство аналогичное):

	X
	x1x2
	Y
	y1y2

	P
	p1p2
	g
	g1g2


Составим все значения, которые может принимать случайная величина XY. Для этого перемножим все возможные значения X на каждое возможное значение Y; в итоге получим х1у1, х2у1, х1у2 и х2у2. Учитывая замечание 3, напишем закон распределения XY, предполагая для простоты, что все возможные значения произведения различны (если это не так, то доказательство проводится аналогично):

	XY
	х1у1
	х2у1
	х1у2
	х2у2

	p
	p1g1
	p2g1
	p1g2
	p2g2


Математическое ожидание равно сумме произведений всех возможных значений на их вероятности:

М (XY) = х1у1* p1 g1+ х2у1* p2 g1+ х1у2* p1 g2+ х2у2* p2 g2
или

М (XY) = y1g1 (х1р1 + x2 p2) + y2g2 (x1 p1+ x2p2)=( x1 p1+ x2 p2)( y1g1+ y2g2) = M(X)*M(Y)
Итак, M(XY) = M(X)*M(Y).
Следствие. Математическое ожидание произведения нескольких взаимно независимых случайных величин равно произведению их математических ожиданий.
Свойство 4. Математическое ожидание суммы двух случайных величин равно сумме математических ожиданий слагаемых:
М (X + Y) = М (X) + М (Y).

Доказательство. Пусть случайные величины X и Y заданы следующими законами распределения (Чтобы упростить вывод, мы ограничились лишь двумя возможными значениями каждой из величин. В общем случае доказательство аналогичное):
	X
	x1
	x2
	Y
	y1
	y2

	P
	p1
	p2
	g
	g1
	g2


Составим все возможные значения величины Х + Y. Для этого к каждому возможному значению X прибавим каждое возможное значение Y; получим х1+у1, х1 + у2, х2+у1, х2 + у2, Предположим для простоты, что эти возможные значения различны (если это не так, то доказательство проводится аналогично), и обозначим их вероятности соответственно через р11, р12, р21 и р22.

Математическое ожидание величины Х + Y равно сумме произведений возможных значений на их вероятности:

M(X+Y)=( х1+у1) р11+( х1 + у2) р12+( х2+у1) р21+( х2 + у2) р22,

или

M(X + Y)=x1 (р11 + р12) + х2 (р21 + р22) + у1 (р11 + р21)+  у2 (р12+ р22 ).   (*)
Докажем, что р11 + р12= p1. Событие, состоящее в том, что X примет значение х1 (вероятность этого события равна р1), влечет за собой событие, которое состоит в том, что X+Y примет значение x1+y1 или х2+ у2 (вероятность этого события по теореме сложения равна р11 + р12) и обратно. Отсюда и следует, что р11 + р12= p1. Аналогично доказываются равенства

р21 + р22=p2 , р11 + р21=g1 и р12+ р22=g2.

Подставляя правые части этих равенств в соотношение (*), получим

M(X+Y)=(x1p1+ х2р2) +(y1g1+y2g2),

 или окончательно

М (X + Y) = М (X) + М (Y).

Следствие. Математическое ожидание суммы нескольких случайных величин равно сумме математических ожиданий слагаемых.
Например, для трех слагаемых величин имеем

M(X+Y+Z)=M[(X+Y)+Z]= М (X + Y)+ M (Z) = М (X) + М (Y) + М (Z).
Для произвольного числа слагаемых величин доказательство проводится методом математической индукции.

Дисперсией (рассеянием) дискретной случайной величины называют математическое ожидание квадрата отклонения случайной величины от ее математического ожидания:

D(X) = M[X — M(X)]2
Пусть случайная величина задана законом распределения

	X
	x1
	x2
	…
	xn

	p
	p1
	p2
	…
	pn


Тогда квадрат отклонения имеет следующий закон распределения:

	[X-M(X)]2
	[x1-M(X)]2
	[x2-M(X)]2
	…
	[xn-M(X)]2

	p
	p1
	p2
	…
	pn


По определению дисперсии,

D(X) = M [Х — М (X)]2 = [xi-M (X)]2pl + [x2-M (X)]2 р2 + ... +[хп-М (Х)]2рп.
Таким образом, для того чтобы найти дисперсию, достаточно вычислить сумму произведений возможных значений квадрата отклонения на их вероятности.

Формула для вычисления дисперсии.
Для вычисления дисперсии часто бывает удобно пользоваться следующей теоремой.

Теорема. Дисперсия равна разности между математическим ожиданием квадрата случайной величины X и квадратом ее математического ожидания:
D (X) = М (X2) — [M (X)]2.

Доказательство. Математическое ожидание М (X) есть постоянная величина, следовательно, 2М (X) и М2 (X) есть также постоянные величины. Приняв это во внимание и пользуясь свойствами математического ожидания (постоянный множитель, можно вынести за знак математического ожидания, математическое ожидание суммы равно сумме математических ожиданий слагаемых), упростим формулу, выражающую определение дисперсии:

D (X) = М [Х — М (X)]2 = М [Х2-2ХМ (X) + М2 (Х)]=

= М (X2) — 2М (X) М (X) + М2 (X) = М (X2) —2М2 (X) + М2 (X) =

М (X2)—M2 (X).

Итак,

D(X)=M(X2)—[М(Х)]2.

Квадратная скобка введена в запись формулы для удобства ее запоминания.

Свойства дисперсии.
Свойство 1. Дисперсия постоянной величины С равна нулю:
D (С) = 0. 

Доказательство. По определению дисперсии,

D(C)=M{[C-M(C)]2}.

Пользуясь первым свойством математического ожидания (математическое ожидание постоянной равно самой постоянной), получим

D (С) = М [(С—С)2] = М (0) = 0.

Итак,

D (С) = 0.
Свойство становится ясным, если учесть, что постоянная величина сохраняет одно и то же значение и рассеяния, конечно, не имеет.

Свойство 2. Постоянный множитель можно выносить за знак дисперсии, возводя его в квадрат:
D(CX)=C2D(X).

Доказательство.    По   определению   дисперсии имеем

D (СХ) = М {[СХ — М (СХ)]2}.

Пользуясь вторым свойством математического ожидания (постоянный множитель можно выносить за знак математического ожидания), получим

D (СХ) = М {[СХ—СМ (X)]2} = М {С2 [X — М (X)]2} =

= С2 М {[Х — М (X)]2} = C2D (X).

Итак,

D(CX) = C2D(X).

Свойство становится ясным, если принять во внимание, что при | С | > 1 величина СХ имеет возможные значения (по абсолютной величине), большие, чем величина X. Отсюда следует, что эти значения рассеяны вокруг математического ожидания М (СХ) больше, чем возможные значения X вокруг М(Х), т. е. D(CX)>D(X). Напротив, если 0 < | С | < 1, то D (СХ) < D (X).
Свойство 3. Дисперсия суммы двух независимых случайных величин равна сумме дисперсий этих величин:
D(X + Y) = D(X) + D(Y).
Доказательство. По формуле для вычисления дисперсии имеем

D (X + Y) = М [(X + Y)2] — [М (X +Y)]2.

Раскрыв скобки и пользуясь свойствами математического ожидания суммы нескольких величин и произведения двух независимых случайных величин, получим

D (X + Y) = М [X2 + 2ХY + Y2] — [M (X) + М (Y)]2 =

= М (X2) + 2М (X) • М (Y) + М (Y2) — М2 (X) — 2М (X) • М (Y) — M2 (Y) = {М (X2) — [М (X)]2} +{M(Y2)-[M(Y)]2}=D(X)+D(Y).

Итак,

D (X + Y) = D(X)+D(Y).
Следствие 1. Дисперсия суммы нескольких взаимно независимых случайных величин равна сумме дисперсий этих величин.
Следствие 2. Дисперсия суммы постоянной величины и случайной равна дисперсии случайной величины:

D(C+X)=D(X).
Доказательство.   Величины С и X независимы, поэтому, по третьему свойству,

D(C+X)=D(C)+D(X).
В силу первого свойства D (С) = 0. Следовательно,

D(C+X)=D(X).
Свойство становится понятным, если учесть, что величины X и X+С отличаются лишь началом отсчета и, значит, рассеяны вокруг своих математических ожиданий одинаково.

Свойство 4. Дисперсия разности двух независимых случайных величин равна сумме их дисперсий:

D(X-Y)=D(X)+D(Y).
Доказательство.  В силу третьего свойства

D(X-Y)=D(X)+D(-Y).
По второму свойству, 

D(X—Y) = D(X)+(-12)D(Y),
или
D(X — Y) = D(X)+D(Y).

Функцией распределения называют функцию F(x), определяющую вероятность того, что случайная величина X в результате испытания примет значение, меньшее х, т. е.

F(x)=P(X < х).
Геометрически это равенство можно истолковать так: F (х) есть вероятность того, что случайная величина примет значение, которое изображается на числовой оси точкой, лежащей левее точки х.
Иногда вместо термина «функция распределения» используют термин «интегральная функция».

Теперь можно дать более точное определение непрерывной случайной величины: случайную величину называют непрерывной, если ее функция распределения есть непрерывная, кусочно-дифференцируемая функция с непрерывной производной.

Свойство 1. Значения функции распределения принадлежат отрезку [О, 1]:

0
[image: image235.wmf]£

 F (х) 
[image: image236.wmf]£

 1.
Доказательство. Свойство вытекает из определения функции распределения как вероятности: вероятность всегда есть неотрицательное число, не превышающее единицы.

Свойство 2. F (х)—неубывающая функция, т. е.
F (x2) 
[image: image237.wmf]³

 F (х1), если х2 > х1.
Доказательство. Пусть х2 > х1. Событие, состоящее в том, что X примет значение, меньшее х2, можно подразделить на следующие два несовместных события: 1) X примет значение, меньшее х1, с вероятностью Р (X < x1); 2) X примет значение, удовлетворяющее неравенству x1
[image: image238.wmf]£

X
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x2, с вероятностью Р (x1
[image: image240.wmf]£

X
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x2). По теореме сложения имеем

Р (X < х2) = Р (X < х1) + Р (x1
[image: image242.wmf]£

X
[image: image243.wmf]£

x2).

Отсюда
Р (X < х2) - Р (X < х1)= Р (x1
[image: image244.wmf]£

X
[image: image245.wmf]£

x2),

или

F (x2)—F (x1) = Р (x1
[image: image246.wmf]£

X
[image: image247.wmf]£

x2).            (*)
Так как любая вероятность есть число неотрицательное, то F(x2) — F(x1)
[image: image248.wmf]³

0, или F (x2) 
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 F (x1), что и требовалось доказать.

Следствие 1. Вероятность того, что случайная величина примет значение, заключенное в интервале (а, b), равна приращению функции распределения на этом интервале:
P(a
[image: image250.wmf]£

X<b)=F(b)—F(a).                  (**)

Это важное следствие вытекает из формулы (*), если положить х2=b и х1= а.
Следствие 2. Вероятность того, что непрерывная случайная величина X примет одно определенное значение, равна нулю.
Действительно, положив в формуле (**) а = х1, b = х1+
[image: image251.wmf]x

D

, имеем

P(х1 
[image: image252.wmf]£

X<х1+
[image: image253.wmf]x

D

)=F(х1+
[image: image254.wmf]x

D

)-F(х1).

Устремим 
[image: image255.wmf]x

D

к нулю. Так как X — непрерывная случайная величина, то функция F (х) непрерывна. В силу непрерывности F (х) в точке х1 разность F (х1+
[image: image256.wmf]x

D

)— F (x1) также стремится к нулю; следовательно, Р (X =х1) = 0. 
Лекция №5. Плотность распределения вероятностей непрерывной случайной величины. Математическое ожидание, дисперсия непрерывной случайной величины.
 Плотностью распределения вероятностей непрерывной случайной величины X называют функцию f (х)— первую производную от функции распределения F (х):
f (х) = F' (х).
Из этого определения следует, что функция распределения является первообразной для плотности распределения.

Заметим, что для описания распределения вероятностей дискретной случайной величины плотность распределения неприменима.

 Зная плотность распределения, можно вычислить вероятность того, что непрерывная случайная величина примет значение, принадлежащее заданному интервалу. Вычисление основано на следующей теореме.

Теорема. Вероятность того, что непрерывная случайная величина X примет значение, принадлежащее интервалу (а, b), равна определенному интегралу от плотности распределения, взятому в пределах от а до b:
Р(а<Х<b) =
[image: image257.wmf]ò
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Доказательство.   Используем соотношение (**) (см. гл. X, § 2)

Р(а 
[image: image258.wmf]£

Х<b) = F(b) — F(a).
По формуле Ньютона — Лейбница,

F(b) — F(a)=
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Таким образом,

Р(а 
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Х<b) =
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Так как Р(а 
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Х<b) = Р(а<Х<b),то окончательно получим

Р(а<Х<b) =
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              (*)

Геометрически полученный результат можно истолковать так: вероятность того, что непрерывная случайная величина примет значение, принадлежащее интервалу (а,b), равна площади криволинейной трапеции, ограниченной осью Ох, кривой распределения f (х) и прямыми х =а и х=b.
Замечание. В частности, если f (х) — четная функция и концы интервала симметричны относительно начала координат, то

Р(-а<Х<a) = Р(|Х|<a) =2
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Зная плотность распределения f(х), можно найти функцию распределения F (х) по формуле

F(x) =
[image: image265.wmf]ò
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Действительно, мы обозначили через F (х) вероятность того, что случайная величина примет значение, меньшее х, т. е.

F(x) = P(X<x).
Очевидно, неравенство X < х можно записать в виде двойного неравенства -
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< X < х, следовательно,

F(х)=Р(-
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< X < х)               (*)

Полагая в формуле (*) (см. § 2) а=-
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, b = х, имеем

Р(-
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< X < х) =
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Наконец, заменив Р (-
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< X < х) на F (х), в силу (*), окончательно получим

F(x) =
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Таким образом, зная плотность распределения, можно найти функцию распределения. Разумеется, по известной функции распределения может

быть найдена плотность распределения, а именно:

f(x)=Г’(x).
Свойство 1. Плотность распределения—неотрицательная функция:
f(x) 
[image: image273.wmf]³

0.
Доказательство. Функция распределения — неубывающая функция, следовательно, ее производная F'(х)=f(х)—функция неотрицательная.                                                                                                                                                                                                                                                                                                                           

Геометрически        это свойство означает, что точки,  принадлежащие  графику плотности распределения, расположены либо над осью Ох, либо на этой оси.

График   плотности  распределения  называют кривой распределения.
Свойство 2. Несобственный интеграл от плотности распределения в пределах от -
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 до 
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 равен единице:
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Доказательство.      Несобственный      интеграл  
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выражает вероятность события, состоящего в том, что случайная величина примет значение, принадлежащее интервалу (-
[image: image278.wmf]¥

,
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). Очевидно, такое событие достоверно, следовательно, вероятность его равна единице.

Геометрически это означает, что вся площадь криволинейной трапеции, ограниченной осью Ох и кривом распределения, равна единице.

В частности, если все возможные значения случайной величины принадлежат интервалу (а, b), то
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Лекция №6. Нормальное распределение. Стандартная запись нормального закона распределения.  Применение закона нормального распределения.
Нормальным называют распределение вероятностей непрерывной случайной величины, которое описывается плотностью


[image: image281.wmf].
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Мы видим, что нормальное распределение определяется двумя параметрами: а и . Достаточно знать эти параметры, чтобы задать нормальное распределение. Покажем, что вероятностный смысл этих параметров таков: а есть математическое ожидание, —среднее квадратическое отклонение нормального распределения.

а) По определению математического ожидания непрерывной случайной величины,

M(X)=
[image: image282.wmf]ò

ò

¥

¥

-

-

-

¥

¥

-

=

.

2

1

)

(

2

2

2

/

)

(

dx

xe

dx

x

xf

a

x

s

p

s


Введем новую переменную z = (x—а)/. Отсюда x=z+a, dx=dz. Приняв во внимание, что новые пределы интегрирования равны старым, получим

M(X)=
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Первое из слагаемых равно нулю (под знаком интеграла нечетная функция; пределы интегрирования симметричны относительно начала  координат). Второе из слагаемых равно a ( интеграл Пуассона  
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Итак, М(Х) = а, т. е. математическое ожидание нормального распределения равно параметру а.
б) По определению дисперсии непрерывной случайной величины, учитывая, что М(Х) = а, имеем

D(X)=
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Введем новую переменную z = (x—а)/. Отсюда х—a = z, dx = dz. Приняв во внимание, что новые пределы интегрирования равны старым, получим

D(X)=
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Интегрируя по частям,  положив u = z, dv=
[image: image287.wmf]dz

ze

z

2

/

2

-

, найдем

D(X)=
Следовательно,

(X)=
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s

=

=

2

)

(

X

D

.
Итак, среднее квадратическое отклонение нормального распределения равно параметру .
Замечание 1. Общим называют нормальное распределение с произвольными параметрами а и  ( > 0).

Нормированным называют нормальное распределение с параметрами а = 0 и =1. Например, если X — нормальная величина с параметрами а и , то U =(X — а)/ — нормированная нормальная величина, причем M(U)=0, (U)=1.

Плотность нормированного распределения
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а функция нормированного распределения
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Функция Fo (x) табулирована. Легко проверить, что

F(x)=F0((x-a)/ ).

Замечание 2.  Вероятность попадания нормированной нормальной величины X в интервал (0, х) можно найти,  пользуясь функцией Лапласа 
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P(0<X<x)=
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Замечание 3. Учитывая, что   
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, и, следовательно, в силу симметрии (х) относительно нуля
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

 < X < 0)=0,5,

легко получить, что

F0(x)=0,5+
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(x).

Действительно,

F0(x)=P(-[image: image298.emf]¥






<X<x)=P(-[image: image299.emf]¥






<X<0)+P(0<X<x)=0,5+
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 Заметим, что при а = О и  = 1 нормальную кривую 
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 называют нормированной.

а) По определению математического ожидания непрерывной случайной  величины, 
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б) по определению дисперсии непрерывной случайной величины,  учитывая, что 
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Следовательно, 
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Итак, среднее квадратическое  отклонение нормального распределения равно параметру
[image: image306.wmf]s

.

Лекция №7. Равномерное распределение. Показательное распределение. Распределение  Стьюдента.
Плотности распределений непрерывных случайных величин называют также законами распределений. Часто встречаются, например, законы равномерного, нормального и показательного распределений. В настоящем параграфе рассматривается закон равномерного распределения вероятностей. Нормальному и показательному законам посвящены следующие две главы.

Распределение вероятностей называют равномерным, если на интервале, которому принадлежат все возможные значения случайной величины, плотность распределения сохраняет постоянное значение.

Распределение Стьюдента. Пусть Z—нормальная случайная величина, причем M(Z) = 0, (Z)=1, a V—независимая от Z величина, которая распределена по закону 
[image: image307.wmf]2
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 с k степенями свободы. Тогда величина
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имеет распределение, которое называют t-распределением или распределением Стьюдента, с k степенями свободы.

Итак, отношение нормированной нормальной величины к квадратному корню из независимой случайной величины, распределенной по закону «хи квадрат» с k степенями свободы, деленной на k, распределено по закону Стьюдента с k степенями свободы.

С возрастанием числа степеней свободы распределение Стьюдента быстро приближается к нормальному. 

    Определение показательного распределения. Показательным (экспоненциальным) называют распределение вероятностей непрерывной случайной величины Х1 которое описывается плотностью
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где  — постоянная положительная величина.

Показательное распределение определяется одним параметром . Эта особенность показательного распределения указывает на его преимущество по сравнению с распределениями, зависящими от большею числа параметров. Обычно параметры неизвестны и приходится находить их оценки (приближенные значения); разумеется, проще оценить один параметр, чем два или три и т. д. Найдем функцию распределения показательного закона :
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Итак,
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Мы определили показательный закон с помощью плотности распределения; ясно, что его можно определить, используя функцию распределения.

Пусть непрерывная случайная величина X распределена по показательному закону
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Найдем математическое ожидание:
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Интегрируя по частям, получим


[image: image314.wmf].
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Таким образом, математическое ожидание показательного распределения равно обратной величине параметра .
Найдем дисперсию:
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 EMBED Equation.3  [image: image316.wmf]
Интегрируя по частям, получим
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Следовательно,

D(X)=1/
Найдем среднее квадратическое отклонение, для чего извлечем квадратный корень из дисперсии:

(X)=1/ (**)

Сравнивая (*) и (**), заключаем, что

М (Х) =(X)=1/
т.е. математическое ожидание и среднее квадратическое отклонение показательного распределения равны между собой.
Лекция №8. Законы больших  чисел. Неравенство Чебышева. Теорема  Чебышева.
Неравенство Чебышева справедливо для дискретных и непрерывных случайных величин. Для простоты ограничимся доказательством этого неравенства для дискретных величин.

Рассмотрим дискретную случайную величину X, заданную таблицей распределения:

	X
	x1
	X2
	…
	xn

	p
	p1
	P2
	…
	pn


Поставим перед собой задачу оценить вероятность того, что отклонение случайной величины от ее математического ожидания не превышает по абсолютной величине положительного числа . Если  достаточно мало, то мы оценим, таким образом, вероятность того, что X примет значения, достаточно близкие к своему математическому ожиданию. П. Л. Чебышев доказал неравенство, позволяющее дать интересующую нас оценку.

Неравенство Чебышева. Вероятность того, что отклонение случайной величины X от ее математического ожидания по абсолютной величине меньше положительного числа , не меньше, чем 1—D (Х)/ 2:

Р(|Х —М(Х)|< )
[image: image318.wmf]³

 1—D(X)/2.

Доказательство. Так как события, состоящие в осуществлении неравенств |Х—М(Х)|<и|Х—М(Х)|
[image: image319.wmf]³

, противоположны, то сумма их вероятностей равна единице, т. е.

Р(|Х —М(Х)|< )+ Р(|Х —М(Х)|
[image: image320.wmf]³

)= 1.

Отсюда интересующая нас вероятность

Р(|Х —М(Х)|< )=1- Р(|Х —М(Х)|
[image: image321.wmf]³

).     (*)

Таким образом, задача сводится к вычислению вероятности Р (| Х—М(Х) | 
[image: image322.wmf]³

 ).

Напишем выражение дисперсии случайной величины X:

D(X)=[x1 -M(X)]2p1+[x2 -M(X)]2p2+…+[xn -M(X)]2pn. 

Очевидно, все слагаемые этой суммы неотрицательны.

Отбросим те слагаемые, у которых |xi—M(Х)|< (для оставшихся слагаемых |xj—M(Х)|
[image: image323.wmf]³

), вследствие чего сумма может только уменьшиться. Условимся считать для определенности, что отброшено k первых слагаемых (не нарушая общности, можно считать, что в таблице распределения возможные значения занумерованы именно в таком порядке). Таким образом,

D (X)
[image: image324.wmf]³

[xk+1-M (Х)]2 pk+1 + [xk+2-M (X)]2 pk+z+ ... +[xn-M(X)]2pn.
Заметим, что обе части неравенства |xj — М (Х)| 
[image: image325.wmf]³

  (j = k+1, k + 2, ..., п) положительны, поэтому, возведя их в квадрат, получим равносильное неравенство |xj — М (Х)|2
[image: image326.wmf]³

  Воспользуемся этим замечанием и, заменяя в оставшейся сумме каждый из множителей |xj — М (Х)|2 числом  (при этом неравенство может лишь усилиться), получим

D (X) 
[image: image327.wmf]³

 (рк+1 + pk+2 + … + рn).         (**)
По теореме сложения, сумма вероятностей рк+1 + pk+2 + … + рn есть вероятность того, что X примет одно, безразлично какое, из значений xk+1, хк+2,....хп, а при любом из них отклонение удовлетворяет неравенству |xj — М (Х)| 
[image: image328.wmf]³

  Отсюда следует, что сумма рк+1 + pk+2 + … + рn выражает вероятность

P(|X — М (Х)| 
[image: image329.wmf]³

 
Это соображение позволяет переписать неравенство (**) так:

D(X) 
[image: image330.wmf]³

  P(|X — М (Х)| 
[image: image331.wmf]³

  ,

или 

P(|X — М (Х)| 
[image: image332.wmf]³

  
[image: image333.wmf]£

 D(X) / 2         (***)
Подставляя (***) в (*), окончательно получим 

P(|X — М (Х)| < 
[image: image334.wmf]³

1- D(X) / 2,
что и требовалось доказать.

Теорема Чебышева. Если Х1, Х2,…, Хn, ...—попарно независимые случайные величины, причем дисперсии их равномерно ограничены (не превышают постоянного числа С), то, как бы мало ни было положительное число е, вероятность неравенства
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будет как угодно близка к единице, если число случайных величин достаточно велико.
Другими словами, в условиях теоремы
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Таким образом, теорема Чебышева утверждает, что если рассматривается достаточно большое число независимых случайных величин, имеющих ограниченные дисперсии, то почти достоверным можно считать событие, состоящее в том, что отклонение среднего арифметического случайных величин от среднего арифметического их математических ожиданий будет по абсолютной величине сколь угодно малым.

Доказательство. Введем в рассмотрение новую случайную величину — среднее арифметическое случайных величин


[image: image337.wmf]X

=(X1+X2+…+Xn)/n.
Найдем математическое ожидание 
[image: image338.wmf]X

. Пользуясь свойствами математического ожидания (постоянный множитель можно вынести за знак математического ожидания, математическое ожидание суммы равно сумме математических ожиданий слагаемых), получим
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Применяя к величине 
[image: image341.wmf]X

неравенство Чебышева, имеем
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или, учитывая соотношение (*),
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Пользуясь свойствами дисперсии (постоянный множитель можно вынести за знак дисперсии,  возведя его в квадрат; дисперсия суммы независимых случайных величин равна сумме дисперсий слагаемых), получим
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По условию дисперсии всех случайных величин ограничены постоянным числом С, т. е. имеют место неравенства: D (X1) 
[image: image345.wmf]£

 C; D (X2) 
[image: image346.wmf]£

 C; ...; D (Xn) 
[image: image347.wmf]£

 C, поэтому

(D (X1)+ D (X2) +…+D (Xn))/n2 
[image: image348.wmf]£

(C+C+…+C)/n2=nC/n2=C/n.

Итак,
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Подставляя правую часть (***) в неравенство (**) (отчего последнее может быть лишь усилено), имеем
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Отсюда, переходя к пределу при 
[image: image351.wmf]¥
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, получим
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Наконец, учитывая, что вероятность не может превышать единицу, окончательно можем написать
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Теорема доказана.

Выше, формулируя теорему Чебышева, мы предполагали, что случайные величины имеют различные математические ожидания. На практике часто бывает, что случайные величины имеют одно и то же математическое ожидание. Очевидно, что если вновь допустить, что дисперсии этих величин ограничены, то к ним будет применима теорема Чебышева.

Обозначим математическое ожидание каждой из случайных величин через а; в рассматриваемом случае среднее арифметическое математических ожиданий, как легко видеть, также равно а. Мы можем сформулировать теорему Чебышева для рассматриваемого частного случая. 

Если Х1, Х2, ..., Хп ,... —попарно независимые случайные величины, имеющие одно и то же математическое ожидание а, и если дисперсии этих величин равномерно ограничены, то, как бы мало ни было число  > О, вероятность неравенства
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будет как угодно близка к единице, если число случайных величин достаточно велико.
Другими словами, в условиях теоремы будет иметь место равенство


[image: image355.wmf].

1

...

lim

2

1

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

<

-

+

+

+

¥

®

e

a

n

X

X

X

P

n

n


Лекция №9.Числовые характеристики систем двух случайных величин. Корреляционный момент. Коэффициент корреляции. 
Для описания системы двух случайных величин кроме математических ожиданий и дисперсий составляющих используют, и другие характеристики к их числу относятся корреляционный момент и коэффициент корреляций. Корреляционным моментом 
[image: image356.wmf]xy

m

 случайных величин  Х и У называют математическое ожидание произведения отклонений этих величин 
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Для вычисления корреляционного момента дискретных величин используют формулу. 
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[image: image512.jpg]


а для непрерывных величин –формулу


Корреляционный момент служит для характеристики связи между величинами Х и У. Как  будет показано ниже, корреляционный момент равен нулю, если Х и У независимы. Следовательно, если корреляционный момент не равен нулю, то Х и У зависимые случайные величины.
Теорема 1. Корреляционный момент двух независимых случайных величин X и Y равен нулю.
Доказательство. Так как X и Y - независимые случайные величины, то их отклонения X - М (X) и Y - М (Y) также независимы. Пользуясь свойствами математического ожидания (математическое ожидание произведения независимых случайных величин равно произведению математических ожиданий сомножителей) и отклонения (математическое ожидание отклонения равно нулю), получим
μху= М {[Х - М (X)][Y - M (Y)]} = М [Х-М (X)]M[Y - M(Y)]=0.

Из определения корреляционного момента следует, что он имеет размерность, равную произведению размерностей величин X и Y. Другими словами, величина корреляционного момента зависит от единиц измерения случайных величин. По этой причине для одних и тех же двух величин величина корреляционного момента имеет различные значения в зависимости от того, в каких единицах были измерены величины.
Коэффициентом корреляции rху случайных величин X и Y называют отношение корреляционного момента к произведению средних квадратических отклонений этих величин:

rху= μху/(σx σy).                                                            (*)

Так как размерность μху равна произведению размерностей величин X и Y, σх имеет размерность величины X, σy имеет размерность величины Y , то  rху - безразмерная величина. Таким образом, величина коэффициента корреляции не зависит от выбора единиц измерения случайных величин. В этом состоит преимущество коэффициента корреляции перед корреляционным моментом.
Очевидно, коэффициент корреляции независимых случайных величин равен нулю (так как μху = 0).

 Во многих вопросах теории вероятностей целесообразно вместо случайной величины X рассматривать нормированную случайную величину X’, которую определяют как отношение отклонения к среднему квадратическому отклонению:

X’=(X-M(X))/ σx.

Нормированная величина имеет математическое ожидание, равное нулю, и дисперсию, равную единице. Действительно, используя свойства математического ожидания и дисперсии, имеем:
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           Коэффициент корреляции rху  равен корреляционному моменту нормированных величин 
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Теорема 2. Абсолютная величина корреляционного момента двух случайных величин X и Y не превышает среднего геометрического их дисперсий:
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Доказательство. Введем в рассмотрение случайную величину Z1=σyX—σxY и найдем ее дисперсию D(Z1) = M[Z1—mz]2. Выполнив выкладки, получим

D(Z1 )=2
[image: image363.wmf]y

x

y

x

s

s

s

s

2

2

2

-

 μху.
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 μху≥0.

Отсюда

μху ≤ σx σy.                                                                (**)

Введя случайную величину Z1 =σvX +σxY, аналогично найдем

μху≥ - σx σy.                                                            (***)  

Объединим (**) и (***):

- σx σy≤ μху ≤ σx σy,                                                    (****)    

или
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Итак,
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Теорема 3. Абсолютная величина коэффициента корреляции не превышает единицы:

rху≤1.

Доказательство: Разделим обе  части двойного неравенства (****) на произведение положительных чисел σx σy
-1≤ rху ≤1.

Итак, 

rху≤1.

Лекция №10. Генеральная и выборочная совокупности. Способы отбора. Статистическое распределение выборки. Полигон и гистограмма.
Установление закономерностей, которым подчинены массовые случайные явления, основано на изучении методами теории вероятностей статистических данных - результатов наблюдений.
Первая задача математической статистики - указать способы сбора и группировки статистических сведений, полученных в результате наблюдений или в результате специально поставленных экспериментов.
Вторая задача математической статистики - разработать методы анализа статистических данных в зависимости от целей исследования. Сюда относятся:
а) оценка неизвестной вероятности события; оценка неизвестной функции распределения; оценка параметров распределения, вид которого известен; оценка зависимости случайной величины от одной или нескольких случайных величин и др.;
б) проверка статистических гипотез о виде неизвестного распределения или о величине параметров распределения, вид которого известен.
Современная математическая статистика разрабатывает способы определения числа необходимых испытаний до начала исследования (планирование эксперимента), в ходе исследования (последовательный анализ) и решает многие другие задачи. Современную математическую статистику определяют как науку о принятии решений в условиях неопределенности.
Итак, задача математической статистики состоит в создании методов сбора и обработки статистических данных для получения научных и практических выводов.

Выборочной совокупностью или просто выборкой называют совокупность случайно отобранных объектов.
Генеральной совокупностью называют совокупность объектов, из которых производится выборка.
Объемом совокупности (выборочной или генеральной) называют число объектов этой совокупности. Например, если из 1000 деталей отобрано для обследования 100 деталей, то объем генеральной совокупности N=1000, а объем выборки п = 100.
При составлении выборки можно поступать двумя способами: после того как объект отобран и над ним произведено наблюдение, он может быть возвращен либо не возвращен в генеральную совокупность. В соответствии со сказанным выборки подразделяют на повторные и бесповторные.
Повторной называют выборку, при которой отобранный объект (перед отбором следующего) возвращается в генеральную совокупность.
Бесповторной называют выборку, при которой отобранный объект в генеральную совокупность не возвращается. На практике обычно пользуются бесповторным случайным отбором.

Для того чтобы по данным выборки можно было достаточно уверенно судить об интересующем признаке генеральной совокупности, необходимо, чтобы объекты выборки правильно его представляли. Другими словами, выборка должна правильно представлять пропорции генеральной совокупности. Это требование коротко формулируют так: выборка должна быть репрезентативной (представительной).
В силу закона больших чисел можно утверждать, что выборка будет репрезентативной, если ее осуществить случайно: каждый объект выборки отобран случайно из генеральной совокупности, если все объекты имеют одинаковую вероятность попасть в выборку.
Если объем генеральной совокупности достаточно велик, а выборка составляет лишь незначительную часть этой совокупности, то различие между повторной и бесповторной выборками стирается; в предельном случае, когда рассматривается бесконечная генеральная совокупность, а выборка имеет конечный объем, это различие исчезает.

Способы отбора
На практике применяются различные способы отбора. Принципиально эти способы можно подразделить на два вида:
1. Отбор, не требующий расчленения генеральной совокупности на части. Сюда относятся: а) простой случайный бесповторный отбор; б) простой случайный повторный отбор.
2. Отбор, при котором генеральная совокупность разбивается на части. Сюда относятся: а) типический отбор; б) механический отбор; в) серийный отбор.
Простым случайным называют такой отбор, при котором объекты извлекают по одному из всей генеральной совокупности. Осуществить простой отбор можно различными способами. Например, для извлечения п объектов из генеральной совокупности объема N поступают так: выписывают номера от 1 до N на карточках, которые тщательно перемешивают, и наугад вынимают одну карточку; объект, имеющий одинаковый номер с извлеченной карточкой, подвергают обследованию; затем карточку возвращают в пачку и процесс повторяют, т. е. карточки перемешивают, наугад вынимают одну из них и т. д. Так поступают п раз; в итоге получают простую случайную повторную выборку объема п.
Если извлеченные карточки не возвращать в пачку, то выборка является простой случайной бесповторной.
При большом объеме генеральной совокупности описанный процесс оказывается очень трудоемким. В этом случае пользуются готовыми таблицами «случайных чисел», в которых числа расположены в случайном порядке. Для того чтобы отобрать, например, 50 объектов из пронумерованной генеральной совокупности, открывают любую страницу таблицы случайных чисел и выписывают подряд 50 чисел; в выборку попадают те объекты, номера которых совпадают с выписанными случайными числами. Если бы оказалось, что случайное число таблицы превышает число N, то такое случайное число пропускают. При осуществлении бесповторной выборки случайные числа таблицы, уже встречавшиеся ранее, следует также пропустить.

Типическим называют отбор, при котором объекты отбираются не из всей генеральной совокупности, а из каждой ее «типической» части. Например, если детали изготовляют на нескольких станках, то отбор производят не из всей совокупности деталей, произведенных всеми станками, а из продукции каждого станка в отдельности. Типическим отбором пользуются тогда, когда обследуемый признак заметно колеблется в различных типических частях генеральной совокупности. Например, если продукция изготовляется на нескольких машинах, среди которых есть более и менее изношенные, то здесь типический отбор целесообразен.
Механическим называют отбор, при котором генеральную совокупность «механически» делят на столько групп, сколько объектов должно войти в выборку, а из каждой группы отбирают один объект. Например, если нужно отобрать 20% изготовленных станком деталей, то отбирают каждую пятую деталь; если требуется отобрать 5% деталей, то отбирают каждую двадцатую деталь, и т. д. Следует указать, что иногда механический отбор может не обеспечить репрезентативности выборки. Например, если отбирают каждый двадцатый обтачиваемый валик, причем сразу же после отбора производят замену резца, то отобранными окажутся все валики, обточенные затупленными резцами. В таком случае следует устранить совпадение ритма отбора с ритмом замены резца, для чего надо отбирать, скажем, каждый десятый валик из двадцати обточенных.
Серийным называют отбор, при котором объекты отбирают из генеральной совокупности не по одному, а «сериями», которые подвергаются сплошному обследованию. Например, если изделия изготовляются большой группой станков-автоматов, то подвергают сплошному обследованию продукцию только нескольких станков. Серийным отбором пользуются тогда, когда обследуемый признак колеблется в различных сериях незначительно.
Подчеркнем, что на практике часто применяется комбинированный отбор, при котором сочетаются указанные выше способы. Например, иногда разбивают генеральную совокупность на серии одинакового объема, затем простым случайным отбором выбирают несколько серий и, наконец, из каждой серии простым случайным отбором извлекают отдельные объекты.

Пусть из генеральной совокупности извлечена выборка, причем х1 наблюдалось п1 раз, х2 - n2 раз, xk- nk раз и
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 - объем выборки. Наблюдаемые значения хi - называют вариантами, а последовательность вариант, записанных в возрастающем порядке,- вариационным рядом. Числа наблюдений называют частотами, а их отношения к объему выборки ni /n = Wi  - относительными частотами.
Статистическим распределением выборки называют перечень вариант и соответствующих им частот или относительных частот. Статистическое распределение можно задать также в виде последовательности интервалов и соответствующих им частот   (в качестве частоты, соответствующей интервалу, принимают сумму частот, попавших в этот интервал).
Заметим, что в теории вероятностей под распределением понимают соответствие между возможными значениями случайной величины и их вероятностями, а в математической статистике - соответствие между наблюдаемыми вариантами и их частотами, или относительными частотами.
Пусть известно статистическое распределение частот количественного признака X. Введем обозначения: nх - число наблюдений, при которых наблюдалось значение признака, меньшее x; n - общее число наблюдений (объем выборки). Ясно, что относительная частота события X < x равна пх/п. Если x изменяется, то, вообще говоря, изменяется и относительная частота, т. е. относительная частота пх/п есть функция от х. Так как эта функция находится эмпирическим (опытным) путем, то ее называют эмпирической.
Эмпирической функцией распределения (функцией распределения выборки) называют функцию F*(x), определяющую для каждого значения x относительную частоту события      X < х.
Итак, по определению,

F*(x)= пх/п,

где пх - число вариант, меньших x; п - объем выборки. Таким образом, для того чтобы найти, например, F*(x2), надо число вариант, меньших x2, разделить на объем выборки:

F*(x2)= пx2/п.

В отличие от эмпирической функции распределения выборки функцию распределения F(х) генеральной совокупности называют теоретической функцией распределения. Различие между эмпирической и теоретической функциями состоит в том, что теоретическая функция F(x) определяет вероятность события X < x, а эмпирическая функция F*(x) определяет относительную частоту этого же события. Из теоремы Бернулли следует, что относительная частота события X < x, т.е. F*(x) стремится по вероятности к вероятности F(x) этого события. Другими словами, при больших n числа F*(x) и F(x) мало отличаются одно от другого в том смысле, что 
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.Уже отсюда следует целесообразность использования эмпирической функции распределения выборки для приближенного представления теоретической (интегральной) функции распределения генеральной совокупности.
Такое заключение подтверждается и тем, что F*(x) обладает всеми свойствами F(x). Действительно, из определения функции F* (x) вытекают следующие ее свойства:
1) значения эмпирической функции принадлежат отрезку [0, 1];
2) F*(x) - неубывающая функция;
3) если x1 - наименьшая варианта, то F*(x) = 0 при x≤x1; если xk - наибольшая варианта, то F*(x)=1 при x>xk.

Итак, эмпирическая функция распределения выборки служит для оценки теоретической функции распределения генеральной совокупности.
Для наглядности строят различные графики статистического распределения и, в частности, полигон и гистограмму.
Полигоном частот называют ломаную, отрезки которой соединяют точки (x1, n1),  (х2; n2), .. ., (xk; nk). Для построения полигона частот на оси абсцисс откладывают варианты xi, а на оси ординат - соответствующие им частоты nj. Точки (xi; пi) соединяют отрезками прямых и получают полигон частот.
Гистограммой частот называют ступенчатую фигуру, состоящую из прямоугольников, основаниями которых служат частичные интервалы длиною h, а высоты равны отношению ni/h (плотность частоты).

Для построения гистограммы частот на оси абсцисс откладывают частичные интервалы, а над ними проводят отрезки, параллельные оси абсцисс на расстоянии ni/h.
Площадь i-гo частичного прямоугольника равна hni/h=ni - сумме частот вариант i-гo интервала; следовательно, площадь гистограммы частот равна сумме всех частот, т. е. объему выборки.
Гистограммой относительных частот называют ступенчатую фигуру, состоящую из прямоугольников, основаниями которых служат частичные интервалы длиною h, а высоты равны отношению Wi/h (плотность относительной частоты).
	Частичный интервал длиною h=5
	Сумма частот вариант частичного интервала пi.
	Плотность частоты ni/h

	5—10
	4
	0.8

	10—15
	6
	1,2

	15—20
	16
	3,2

	20—25
	36
	7,2

	25—30
	24
	4,8

	30—35
	10
	2,0

	35—40
	4
	0,8


Для построения гистограммы относительных частот на оси абсцисс откладывают частичные интервалы, а над ними проводят отрезки, параллельные оси абсцисс на расстоянии Wi/h. Площадь 1-го частичного прямоугольника равна hWi/h=Wi - относительной частоте вариант, попавших в 1-й интервал. Следовательно, площадь гистограммы относительных частот равна сумме всех относительных частот, т. е. единице.
Лекция №11. Статистические оценки  параметров распределения. Несмещенные, состоятельные оценки. Оценка генеральной средней, выборочной средней. Генеральная дисперсия. Выборочная дисперсия.
Пусть требуется изучить количественный признак генеральной совокупности. Допустим, что из теоретических соображений удалось установить, какое именно распределение имеет признак. Естественно возникает задача оценки параметров, которыми определяется это распределение. Например, если наперед известно, что изучаемый признак распределен в генеральной совокупности нормально, то необходимо оценить (приближенно найти) математическое ожидание и среднее квадратическое отклонение, так как эти два параметра полностью определяют нормальное распределение; если же есть основания считать, что признак имеет, например, распределение Пуассона, то необходимо оценить параметр λ, которым это распределение определяется.

Обычно в распоряжении исследователя имеются лишь данные выборки, например значения количественного признака x1, х2, . . . , хп, полученные в результате п наблюдений (здесь и далее наблюдения предполагаются независимыми). Через эти данные и выражают оцениваемый параметр. Рассматривая x1, х2, . . . , хп, как независимые случайные величины X1, Х2, . . ., Хn, можно сказать, что найти статистическую оценку неизвестного параметра теоретического распределения - это значит найти функцию от наблюдаемых случайных величин, которая и дает приближенное значение оцениваемого параметра. Например, как будет показано далее, для оценки математического ожидания нормального распределения служит функция (среднее арифметическое наблюдаемых значений признака)


[image: image369.wmf]X

=(X1+X2+…+Xn)/n
Итак, статистической оценкой неизвестного параметра теоретического распределения называют функцию от наблюдаемых случайных величин.

Для того чтобы статистические оценки давали «хорошие» приближения оцениваемых параметров, они должны удовлетворять определенным требованиям. Ниже указаны эти требования.
Пусть Θ* - статистическая оценка неизвестного параметра в теоретического распределения. Допустим, что по выборке объема п найдена оценка Θ1*. Повторим опыт, т. е. извлечем из генеральной совокупности другую выборку того же объема и по ее данным найдем оценку Θ1*. Повторяя опыт многократно, получим числа Θ1*, Θ1*, ..., Θk*, которые, вообще говоря, различны между собой. Таким образом, оценку Θ* можно рассматривать как случайную величину, а числа Θ1*, Θ1*, ..., Θk*-как ее возможные значения.
Представим себе, что оценка Θ* дает приближенное значение Θ с избытком; тогда каждое найденное по данным выборок число Θi* (i = 1, 2, .... k) больше истинного значения Θ. Ясно, что в этом случае и математическое ожидание (среднее значение) случайной величины Θ* больше, чем Θ, т. е. М (Θ*) > Θ. Очевидно, что если Θ* дает оценку с недостатком, то М (Θ*) < Θ.
Таким образом, использование статистической оценки, математическое ожидание которой не равно оцениваемому Параметру, привело бы к систематическим *) (одного знака) ошибкам. По этой причине естественно потребовать, чтобы математическое ожидание оценки Θ* было равно оцениваемому параметру. Хотя соблюдение этого требования не устранит ошибок (одни значения Θ* больше, а другие меньше Θ), однако ошибки разных знаков будут встречаться одинаково часто. Иными словами, соблюдение требований            М (Θ*) = Θ гарантирует от получения систематических ошибок.
Несмещенной называют статистическую оценку Θ*, математическое ожидание которой равно оцениваемому параметру Θ при любом объеме выборки, 
т. е. М (Θ*) = Θ.

*) В теории ошибок измерений систематическими ошибками называют неслучайные ошибки, искажающие результаты измерений в одну определенную сторону. Например, измерение длины растянутой рулеткой систематически дает заниженные результаты.

Смещенной называют оценку, математическое ожидание которой не равно оцениваемому параметру.
Однако было бы ошибочным считать, что несмещенная оценка всегда дает хорошее приближение оцениваемого параметра. Действительно, возможные значения Θ* могут быть сильно рассеяны вокруг своего среднего значения, т. е. дисперсия D (Θ*) может быть значительной. В этом случае найденная по данным одной выборки оценка, например Θ1*, может оказаться весьма удаленной от среднего значения
[image: image370.wmf] 
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*, а значит, и от самого оцениваемого параметра Θ; приняв Θ1* в качестве приближенного значения Θ, мы допустили бы большую ошибку. Если же потребовать, чтобы дисперсия Θ* была малой, то возможность допустить большую ошибку будет исключена. По этой причине к статистической оценке предъявляется требование эффективности.
Эффективной называют статистическую оценку, которая (при заданном объеме выборки n) имеет наименьшую возможную дисперсию.
При рассмотрении выборок большого объема (n велико!) к статистическим оценкам предъявляется требование состоятельности.
Состоятельной называют статистическую оценку, которая при n→∞ стремится по вероятности к оцениваемому параметру. Например, если дисперсия несмещенной оценки при n→∞ стремится к нулю, то такая оценка оказывается и состоятельной.

Пусть изучается дискретная генеральная совокупность относительно количественного признака X.
Генеральной средней 
[image: image371.wmf]г

x

 называют среднее арифметическое значений признака генеральной совокупности.
Если все значения x1, х2, …, xN признака генеральной совокупности объема N различны, то
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Если же значения признака x1, х2, …, xk имеют соответственно частоты N1, N2, ..., Nk , причем N1 +N2+…+Nk=N ,то
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т. е. генеральная средняя есть средняя взвешенная значений признака с весами, равными соответствующим частотам.
Замечание. Пусть генеральная совокупность объема N содержит объекты с различными значениями признака X, равными x1, х2, …, xN. Представим себе, что из этой совокупности наудачу извлекается один объект. Вероятность того, что будет извлечен объект со значением признака, например x1 очевидно, равна 1/N. С этой же вероятностью может быть извлечен и любой другой объект. Таким образом, величину признака X можно рассматривать как случайную величину, возможные значения которой x1, х2, …, xn имеют одинаковые вероятности, равные 1 /N. Найдем математическое ожидание М(Х):
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Итак, если рассматривать обследуемый признак X генеральной совокупности как случайную величину, то математическое ожидание признака равно генеральной средней этого признака:
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Этот вывод мы получили, считая, что все объекты генеральной совокупности имеют различные значения признака. Такой же итог будет получен, если допустить, что генеральная совокупность содержит по нескольку объектов с одинаковым значением признака.
Обобщая полученный результат на генеральную совокупность с непрерывным распределением признака X, и в этом случае определим генеральную среднюю как математическое ожидание признака:
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Пусть для изучения генеральной совокупности относительно количественного признака X извлечена выборка объема п.
Выборочной средней 
[image: image377.wmf]в

x

 называют среднее арифметическое значение признака выборочной совокупности.
Если все значения x1, х2, …, xn признака выборки объема n различны, то
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Если же значения признака x1, х2, …, xk имеют соответственно частоты n1, n2, …, nk, причем п1 + п2+… + nk = n, то
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или
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т.е. выборочная средняя есть средняя взвешенная значений признака с весами, равными соответствующим частотам.
Замечание. Выборочная средняя, найденная по данным одной выборки, есть, очевидно, определенное число. Если же извлекать другие выборки того же объема из той же генеральной совокупности, то выборочная средняя будет изменяться от выборки к выборке. Таким образом, выборочную среднюю можно рассматривать как случайную величину, а следовательно, можно говорить о распределениях (теоретическом и эмпирическом) выборочной средней и о числовых характеристиках этого распределения (его называют выборочным), в частности о математическом ожидании и дисперсии выборочного распределения.
Заметим, что в теоретических рассуждениях выборочные значения x1, х2, …, xn признака X, полученные в итоге независимых наблюдений, также рассматривают как случайные величины Xl, X2, ..., Хn, имеющие то же распределение и, следовательно, те же числовые характеристики, которые имеют X.

Пусть из генеральной совокупности (в результате независимых наблюдений над количественным признаком X) извлечена повторная выборка объема п со значениями признака x1, х2, …, xn. Не уменьшая общности рассуждений, будем считать эти значения признака различными. Пусть генеральная средняя хг неизвестна и требуется оценить ее по данным выборки. В качестве оценки генеральной средней принимают выборочную среднюю
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Убедимся, что 
[image: image382.wmf]в
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 - несмещенная оценка, т. е. покажем, что математическое ожидание этой оценки равно 
[image: image383.wmf]г
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. Будем рассматривать
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 как случайную величину и x1, х2, …, xn как независимые, одинаково распределенные случайные величины Xl, X2, .... Хn . Поскольку эти величины одинаково распределены, то они имеют одинаковые числовые характеристики, в частности одинаковое математическое ожидание, которое обозначим через а. Так как математическое ожидание среднего арифметического одинаково распределенных случайных величин равно математическому ожиданию каждой из величин , то
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Приняв во внимание, что каждая из величин Xl, X2, ..., Хn имеет то же распределение, что и генеральная совокупность (которую мы также рассматриваем как случайную величину), заключаем, что и числовые характеристики этих величин и генеральной совокупности одинаковы. В частности, математическое ожидание а каждой из величин равно математическому ожиданию признака X генеральной совокупности, т. е.
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Заменив в формуле (*) математическое ожидание а на 
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, окончательно получим
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Тем самым доказано, что выборочная средняя есть несмещенная оценка генеральной средней.
Легко показать, что выборочная средняя является и состоятельной оценкой генеральной средней. Действительно, допуская, что случайные величины Xl, X2, ..., Хn имеют ограниченные дисперсии, мы вправе применить к этим величинам теорему Чебышева (частный случай), в силу которой при увеличении п среднее арифметическое рассматриваемых величин, т.е. 
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, стремится по вероятности к математическому ожиданию а каждой из величин, или, что то же, к генеральной средней 
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 (так как 
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=а).
Итак, при увеличении объема выборки п выборочная средняя стремится по вероятности к генеральной средней, а это и означает, что выборочная средняя есть состоятельная оценка генеральной средней. Из сказанного следует также, что если по нескольким выборкам достаточно большого объема из одной и той же генеральной совокупности будут найдены выборочные средние, то они будут приближенно равны между собой. В этом и состоит свойство устойчивости выборочных средних.
Заметим, что если дисперсии двух одинаково распределенных совокупностей равны между собой, то близость выборочных средних к генеральным не зависит от отношения объема выборки к объему генеральной совокупности. Она зависит от объема выборки: чем объем выборки больше, тем меньше выборочная средняя отличается от генеральной. Например, если из одной совокупности отобран 1% объектов, а из другой совокупности отобрано 4% объектов, причем объем первой выборки оказался большим, чем второй, то первая выборочная средняя будет меньше отличаться от соответствующей генеральной средней, чем вторая.
Допустим, что все значения количественного признака X совокупности, безразлично-генеральной или выборочной, разбиты на несколько групп. Рассматривая каждую группу как самостоятельную совокупность, можно найти ее среднюю арифметическую.
Групповой средней называют среднее арифметическое значений признака, принадлежащих группе.
Теперь целесообразно ввести специальный термин для средней всей совокупности.
Общей средней 
[image: image392.wmf]x

 называют среднее арифметическое значений признака, принадлежащих всей совокупности.
Зная групповые средние и объемы групп, можно найти общую среднюю: общая средняя равна средней арифметической групповых средних, взвешенной по объемам групп,
Рассмотрим совокупность, безразлично-генеральную или выборочную, значений количественного признака X объема n:
значения признака .…… x1     x2 … xk

 частоты...........................  n1   n2 … nk
При этом 
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 заменен знаком 
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Найдем общую среднюю:
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Отсюда


[image: image397.wmf]å

=

x

n

x

n

i

i

.                               (*)

Заметим, что поскольку x - постоянная величина, то
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Отклонением называют разность 
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 между значением признака и общей средней.
Теорема. Сумма произведений отклонений на соответствующие частоты равна нулю:
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Доказательство. Учитывая (*) и (**), получим
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Следствие. Среднее значение отклонения равно нулю.

[image: image402.wmf]0

/

0

/

))

(

(

=

=

-

å

å

n

n

x

x

n

i

i

i


Для того чтобы охарактеризовать рассеяние значений количественного признака X генеральной совокупности вокруг своего среднего значения, вводят сводную характеристику - генеральную дисперсию.
Генеральной дисперсией Dг называют среднее арифметическое квадратов отклонений значений признака генеральной совокупности от их среднего значения 
[image: image403.wmf]г
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Если все значения x1, х2, …, xN признака генеральной совокупности объема N различны, то
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Если же значения признака x1, х2, …, xk имеют соответственно частоты N1, N2,…, Nk, причем N1 +N2+…+Nk=N, то
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т.е. генеральная дисперсия есть средняя взвешенная квадратов отклонений с весами, равными соответствующим частотам.
Кроме дисперсии для характеристики рассеяния значений признака генеральной совокупности вокруг своего среднего значения пользуются сводной характеристикой - средним квадратическим отклонением.
Генеральным средним квадратическим отклонением (стандартом) называют квадратный корень из генеральной дисперсии:
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Для того чтобы охарактеризовать рассеяние наблюдаемых значений количественного признака выборки вокруг своего среднего значения 
[image: image407.wmf]в

x

, вводят сводную характеристику - выборочную дисперсию.
Выборочной дисперсией 
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 называют среднее арифметическое квадратов отклонения наблюдаемых значений признака от их среднего значения 
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Если все значения x1, х2, …, xn признака выборки объема п различны, то
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Если же значения признака x1, х2, …, xk имеют соответственно частоты п1, n2,…, nk, причем n1 + n2+…+nk = n, то
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т.е. выборочная дисперсия есть средняя взвешенная квадратов отклонений с весами, равными соответствующим частотам.
Кроме дисперсии для характеристики рассеяния значений признака выборочной совокупности вокруг своего среднего значения пользуются сводной характеристикой-средним квадратическим отклонением.
Выборочным средним квадратическим отклонением (стандартом) называют квадратный корень из выборочной дисперсии:
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Вычисление дисперсии, безразлично-выборочной или генеральной, можно упростить, используя следующую теорему.
Теорема. Дисперсия равна среднему квадратов значений признака минус квадрат общей средней:
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Доказательство. Справедливость теоремы вытекает из преобразований:
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Итак, 
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Лекция №12.  Точечные оценки параметров распределения, метод моментов,  метод максимального правдоподобия.
В теории ошибок принято точность измерений (точность прибора) характеризовать с помощью среднего квадратического отклонения σ случайных ошибок измерений. Для оценки σ используют «исправленное» среднее квадратическое отклонение s. Поскольку обычно результаты измерений взаимно независимы, имеют одно и то же математическое ожидание (истинное значение измеряемой величины) и одинаковую дисперсию (в случае равноточных измерений), то теория, изложенная в предыдущем параграфе, применима для оценки точности измерений.
Оценка вероятности (биномиального распределения) по относительной частоте.
Пусть производятся независимые испытания с неизвестной вероятностью p появления события А в каждом испытании. Требуется оценить неизвестную вероятность p по относительной частоте, т.е. надо найти ее точечную и интервальную оценки.
А. Точечная оценка. В качестве точечной оценки неизвестной вероятности p принимают относительную частоту
W = m/n,
где  m - число  появлений   события А; n - число испытаний .
Эта оценка несмещенная, т.е. ее математическое ожидание равно оцениваемой вероятности. Действительно, учитывая, что М(т)= пр, получим
М (W) = М [m/n] = М (т)/n = пр/п = р.
Найдем дисперсию оценки, приняв во внимание, что D(m)= npq:

D (W) = D [m/л] = D (m)/n2 = npq/n2 = pq/n.

Отсюда среднее квадратическое отклонение.
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Б. Интервальная оценка. Найдем доверительный интервал для оценки вероятности по относительной частоте. Напомним, что ранее  была выведена формула, позволяющая найти вероятность того, что абсолютная величина отклонения не превысит положительного числа δ:
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где X - нормальная случайная величина с математическим ожиданием М(Х) = а.
Если n достаточно велико и вероятность р не очень близка к нулю и к единице, то можно считать, что относительная частота распределена приближенно нормально, причем, как показано в п. A, M(W) = p.
Таким образом, заменив в соотношении (*) случайную величину X и ее математическое ожидание а соответственно случайной величиной W и ее математическим ожиданием p, получим приближенное (так как относительная частота распределена приближенно нормально) равенство
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Приступим к построению доверительного интервала (p1, p2), который с надежностью γ покрывает оцениваемый параметр p, для чего используем рассуждения, с помощью которых был построен доверительный интервал. Потребуем, чтобы с надежностью γ выполнялось соотношение (**):

[image: image422.wmf]g

s

d

d

=

F

=

<

-

)

/

(

2

)

|

(|

p

W

P

.
Заменив σw через 
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 , получим 
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где 
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Отсюда
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и, следовательно,
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Таким образом, с надежностью γ выполняется неравенство (чтобы получить рабочую формулу, случайную величину W заменим неслучайной наблюдаемой относительной частотой ω и подставим 1 - p вместо q):
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Учитывая, что вероятность р неизвестна, решим это неравенство относительно р. Допустим, что ω > р. Тогда
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Обе части неравенства положительны; возведя их в квадрат, получим равносильное квадратное неравенство относительно р:
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Дискриминант трехчлена положительный, поэтому его корни действительные и различные:

 меньший корень
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больший корень
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Итак, искомый доверительный интервал р1 < p < р2 где р1 и р2 находят по формулам (***) и (****).
При выводе мы предположили, что ω > p; тот же результат получим при ω < р.
Можно доказать, что начальные и центральные эмпирические моменты являются состоятельными оценками соответственно начальных и центральных теоретических моментов того же порядка. На этом основан метод моментов, предложенный К. Пирсоном. Достоинство метода - сравнительная его простота. Метод моментов точечной оценки неизвестных параметров заданного распределения состоит в приравнивании теоретических моментов рассматриваемого распределения соответствующим эмпирическим моментам того же порядка.
1. Оценка одного параметра. Пусть задан вид плотности распределения f(x,θ), определяемой одним неизвестным параметром θ. Требуется найти точечную оценку параметра θ.
Для оценки одного параметра достаточно иметь одно уравнение относительно этого параметра. Следуя методу моментов, приравняем, например, начальный теоретический момент первого порядка начальному эмпирическому моменту первого порядка: ν1 = М1.
 Учитывая, что ν1 = М(X), М1 =
[image: image433.wmf]в

x

, получим М(X)= 
[image: image434.wmf]в

x

                                                          (*)
Математическое ожидание М(X), как видно из соотношения
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есть функция от θ, поэтому (*) можно рассматривать как уравнение с одним неизвестным θ. Решив это уравнение относительно параметра θ, тем самым найдем его точечную оценку θ*, которая является функцией от выборочной средней, следовательно, и от вариант выборки:

θ*=
[image: image436.wmf])
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2. Оценка двух параметров. Пусть задан вид плотности распределения f (х; θ1, θ2), определяемой неизвестными параметрами θ1 и θ2. Для отыскания двух параметров необходимы два уравнения относительно этих параметров. Следуя методу моментов, приравняем, например, начальный теоретический момент первого порядка начальному эмпирическому моменту первого порядка и центральный теоретический момент второго порядка центральному эмпирическому моменту второго порядка:
ν1 = М1, μ2=m2.

Учитывая, что что ν1 = М(X), μ2 = D(Х), М1 =
[image: image437.wmf]в
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, m2 = Dв, получим
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Математическое ожидание и дисперсия есть функции от θ1 и θ2, поэтому (**) можно рассматривать как систему двух уравнений с двумя неизвестными θ1 и θ2. Решив эту систему относительно неизвестных параметров, тем самым получим их точечные оценки θ1* и θ2*. Эти оценки являются функциями от вариант выборки:
θ1*=ψ1( х1, х2, ..., хп)
θ1* =ψ2( х1, х2, ..., хп)
Замечание 1. Для оценок, неизвестных параметров можно приравнивать не только сами моменты, но и функции от моментов. В частности, этим путем получают состоятельные оценки характеристик распределений, которые являются функциями теоретических моментов. Например, асимметрия теоретического распределения 
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есть функция от центральных моментов второго и третьего порядков. Заменив эти теоретические моменты соответствующими эмпирическими моментами, получим точечную оценку асимметрии
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Замечание  2. Учитывая, что 
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, последнюю формулу можно записать в виде
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Кроме метода моментов, существуют и другие методы точечной оценки неизвестных параметров распределения. К ним относится метод наибольшего правдоподобия, предложенный Р. Фишером.
1. Дискретные случайные величины. Пусть X - дискретная случайная величина, которая в результате n испытаний приняла значения х1, х2, ..., хп. Допустим, что вид закона распределения величины X задан, но неизвестен параметр θ, которым определяется этот закон. Требуется найти его точечную оценку.
Обозначим вероятность того, что в результате испытания величина X примет значение хi(i= 1 , 2, . . . , n), через p(хi; θ).
Функцией правдоподобия дискретной случайной величины X называют функцию аргумента θ:
L (х1, х2, ..., хп ; θ) = p (х1; θ) р (х2; θ) . . . p (хn; θ),

где х1, х2, ..., хп - фиксированные числа.

В качестве точечной оценки параметра θ принимают такое его значение θ* = θ*          (х1, х2, ..., хп), при котором функция правдоподобия достигает максимума. Оценку θ* называют оценкой наибольшего правдоподобия.
Функции L и ln L достигают максимума при одном и том же значении θ, поэтому вместо отыскания максимума функции L ищут (что удобнее) максимум функции ln L.
Логарифмической функцией правдоподобия называют функцию ln L. Как известно, точку максимума функции ln L аргумента θ можно искать, например, так:
1) найти производную 
[image: image443.wmf]q
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;
2) приравнять производную нулю и найти критическую точку - корень полученного   уравнения (его называют уравнением правдоподобия);
3) найти вторую производную 
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; если вторая производная при θ = θ* отрицательна, то θ* -  точка максимума.
Найденную точку максимума θ* принимают в качестве оценки наибольшего правдоподобия параметра θ.
Метод наибольшего правдоподобия имеет ряд достоинств: оценки наибольшего правдоподобия, вообще говоря, состоятельны (но они могут быть смещенными), распределены асимптотически нормально (при больших значениях n приближенно нормальны) и имеют наименьшую дисперсию по сравнению с другими асимптотически нормальными оценками; если для оцениваемого параметра θ существует эффективная оценка θ*, то уравнение правдоподобия имеет единственное решение θ*; этот метод наиболее полно использует данные выборки об оцениваемом параметре, поэтому он особенно полезен в случае малых выборок.
Недостаток метода состоит в том, что он часто требует сложных вычислений.
2. Непрерывные случайные величины. Пусть X - непрерывная случайная величина, которая в результате n испытаний приняла значения х1, х2, ..., xп. Допустим, что вид плотности распределения f(x) задан, но не известен параметр θ, которым определяется эта функция.
Функцией правдоподобия непрерывной случайной величины X называют функцию аргумента θ:
L (х1, х2, ..., хп ; θ) = f (х1; θ) f (х2; θ) . . . f (xn; θ),

где х1, х2, ..., xп — фиксированные числа.
Оценку наибольшего правдоподобия неизвестного параметра распределения непрерывной случайной величины ищут так же, как в случае дискретной величины.
Лекция №13. Доверительная вероятность. Доверительные интервалы нормального распределения для математического ожидания, дисперсии и других неизвестных параметров.
[image: image445.wmf] 
Точечной называют оценку, которая определяется одним числом. Все оценки, рассмотренные выше,- точечные. При выборке малого объема точечная оценка может значительно отличаться от оцениваемого параметра, т. е. приводить к грубым ошибкам. По этой причине при небольшом объеме выборки следует пользоваться интервальными оценками.
Интервальной называют оценку, которая определяется двумя числами - концами интервала. Интервальные оценки позволяют установить точность и надежность оценок (смысл этих понятий выясняется ниже).

Пусть найденная по данным выборки статистическая характеристика Θ* служит оценкой неизвестного параметра Θ. Будем считать Θ постоянным числом (Θ может быть и случайной величиной). Ясно, что Θ* тем точнее определяет параметр Θ, чем меньше абсолютная величина разности |Θ - Θ*|. Другими словами, если δ>0 и |Θ - Θ*|<δ, то чем меньше δ, тем оценка точнее. Таким образом, положительное число δ характеризует точность оценки.
Однако статистические методы не позволяют категорически утверждать, что оценка Θ * удовлетворяет неравенству |Θ - Θ*|<δ; можно лишь говорить о вероятности γ, с  которой это неравенство осуществляется.

Надежностью (доверительной вероятностью) оценки Θ по Θ* называют вероятность γ, с которой осуществляется неравенство |Θ - Θ*|<δ. Обычно надежность оценки задается наперед, причем в качестве γ берут число, близкое к единице. Наиболее часто задают надежность, равную 0,95; 0,99 и 0,999.
Пусть вероятность того, что |Θ - Θ*|<δ, равна γ:
Р[|Θ - Θ*|<δ]= γ.
Заменив неравенство |Θ - Θ*|<δ равносильным ему двойным неравенством -δ <Θ - Θ*< δ, или Θ*- δ <Θ< Θ* + δ, имеем
Р[Θ* - δ <Θ< Θ* + δ] = γ.
Это соотношение следует понимать так: вероятность того, что интервал(Θ*-δ, Θ*+δ) заключает в себе (покрывает) неизвестный параметр Θ, равна γ.

Доверительным называют интервал (Θ*-δ, Θ*+δ), который покрывает неизвестный параметр с заданной надежностью γ.
Замечание. Интервал (Θ*-δ, Θ*+δ) имеет случайные концы (их называют доверительными границами). Действительно, в разных выборках получаются различные значения Θ*. Следовательно, от выборки к выборке будут изменяться и концы доверительного интервала, т. е. доверительные границы сами являются случайными величинами - функциями от х1, x2, ..., хn.
Так как случайной величиной является не оцениваемый параметр Θ, а доверительный интервал, то более правильно говорить не о вероятности попадания Θ в доверительный интервал, а о вероятности того, что доверительный интервал покроет Θ.
Доверительные интервалы для оценки математического ожидания нормального распределения при известном σ.
Пусть количественный признак X генеральной совокупности распределен нормально, причем среднее квадратическое отклонение σ  этого распределения известно. Требуется оценить неизвестное математическое ожидание а по выборочной средней 
[image: image446.wmf]x

. Поставим своей задачей найти доверительные интервалы, покрывающие параметр а с надежностью γ.
Будем рассматривать выборочную среднюю 
[image: image447.wmf]x

 как случайную величину
[image: image448.wmf]X

                (
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 изменяется от выборки к выборке) и выборочные значения признака х1, x2, ...,хn - как одинаково распределенные независимые случайные величины Х1, Х2, ...,Хn (эти числа также изменяются от выборки к выборке). Другими словами, математическое ожидание каждой из этих величин равно а и среднее квадратическое отклонение - σ.
Примем без доказательства, что если случайная величина X распределена нормально, то выборочная средняя 
[image: image450.wmf]X

, найденная по независимым наблюдениям, также распределена нормально. Параметры распределения 
[image: image451.wmf]X

 таковы :
M(
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Потребуем, чтобы выполнялось соотношение

Р(|Х - а| < δ) = γ,
где γ - заданная надежность.
Пользуясь формулой 
Р(|Х-а| < δ) = 2Ф(δ/σ),
заменив X на  
[image: image454.wmf]X

 и σ на 
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Р(|Х-а|) <δ) = 2Ф(δ
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где t = δ
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Найдя из последнего равенства  
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 , можем написать
Р (|
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Приняв во внимание, что вероятность P задана и равна γ, окончательно имеем (чтобы получить рабочую формулу, выборочную среднюю вновь обозначим через 
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Смысл полученного соотношения таков: с надежностью γ можно утверждать, что доверительный интервал (
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 ) покрывает неизвестный параметр а; точность оценки 
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Итак, поставленная выше задача полностью решена. Укажем еще, что число t определяется из равенства 2Ф(t) = γ. или Ф(t)= γ /2; по таблице функции Лапласа (см. приложение 2) находят аргумент t, которому соответствует значение функции Лапласа, равное γ /2.

Замечание 1. Оценку 
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 называют классической. Из формулы 
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, определяющей точность классической оценки, можно сделать следующие выводы:
1)  при возрастании объема выборки п число δ убывает и, следовательно, точность оценки увеличивается;
2)  увеличение надежности оценки γ = 2Ф(t) приводит к увеличению t(Ф (t) — возрастающая  функция), следовательно, и к   возрастанию δ; другими словами, увеличение надежности классической оценки влечет за собой уменьшение ее точности.
Замечание 2. Если требуется оценить математическое ожидание с наперед заданной точностью δ и надежностью γ, то минимальный объем выборки, который обеспечит эту точность, находят по формуле
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(следствие равенства 
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 Доверительные интервалы для оценки математического ожидания нормального распределения при неизвестном σ.

Пусть количественный признак X генеральной совокупности распределен нормально, причем среднее квадратическое отклонение а неизвестно. Требуется оценить неизвестное математическое ожидание а с помощью доверительных интервалов. Разумеется, невозможно воспользоваться результатами предыдущего параграфа, в котором σ предполагалось известным.
Оказывается, что по данным выборки можно построить случайную величину (ее возможные значения будем обозначать через t):
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которая имеет распределение Стьюдента с k = n-1 степенями свободы (см. пояснение в конце параграфа); здесь 
[image: image471.wmf]X

- выборочная средняя, S - «исправленное» среднее квадратическое отклонение, n - объем выборки. 

Плотность распределения Стьюдента
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Мы видим, что распределение Стьюдента определяется параметром n - объемом выборки (или, что то же, числом степеней свободы k = n-1) и не зависит от неизвестных параметров а и σ; эта особенность является его большим достоинством. Поскольку     S(t,n) - четная функция от t, вероятность осуществления неравенства 
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Заменив неравенство в круглых скобках равносильным ему двойным неравенством, получим
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Итак, пользуясь распределением Стьюдента, мы нашли доверительный интервал 
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, покрывающий неизвестный параметр а с надежностью γ.
Здесь случайные величины 
[image: image478.wmf]X

 и S заменены неслучайными величинами 
[image: image479.wmf]x

 и s, найденными по выборке. По таблице приложения 3 по заданным n и  γ  можно найти tγ  .
Замечание.   Из предельных соотношений
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следует, что при неограниченном возрастании объема выборки n распределение Стьюдента стремится к нормальному. Поэтому практически при n > 30 можно вместо распределения Стьюдента пользоваться нормальным распределением.
Однако важно подчеркнуть, что для малых выборок (n < 30), в особенности для малых значений n, замена распределения нормальным приводит к грубым ошибкам, а именно к неоправданному сужению доверительного интервала, т.е. к повышению точности оценки. То обстоятельство, что распределение Стьюдента при малой выборке дает не вполне определенные результаты (широкий доверительный интервал), вовсе не свидетельствует о слабости метода Стьюдента, а объясняется тем, что малая выборка, разумеется, содержит малую информацию об интересующем нас признаке.

Пояснение. Ранее было указано, что если Z - нормальная   величина,   причем   M(Z) = 0, σ(Z)=1, а V- независимая от Z величина, распределенная   по  закону  χ2  с k степенями свободы, то величина
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распределена по закону Стьюдента с k степенями свободы. Пусть количественный признак X генеральной совокупности распределен нормально, причем М(Х)=а, σ(Х)= σ. Если из этой совокупности извлекать выборки объема n и по ним находить выборочные средние, то можно доказать, что выборочная средняя распределена нормально, причем 

[image: image483.wmf]a

X

M

в

=

)

(

, 
[image: image484.wmf]n

X

в

/

)

(

s

s

=

.

Тогда случайная величина
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также имеет нормальное распределение как линейная функция нормального аргумента 
[image: image486.wmf]в
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, причем М (Z) = 0, σ(Z)=l. Доказано, что случайные величины Z и
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независимы (S2 - исправленная выборочная дисперсия) и что величина V распределена по закону χ2 с k = n-1 степенями свободы.
Следовательно, подставив (**) и (***)  в  (*), получим величину
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которая распределена по закону Стьюдента с k = n-1 степенями свободы.

Лекция №14 Проверка статистических гипотез. Критерий 
[image: image489.wmf]2

c

 и его применение к проверке гипотезы о виде распределения.
Если закон распределения неизвестен, но есть основания предположить, что он имеет определенный вид, то проверяют нулевую гипотезу: генеральная совокупность распределена по закону А.
Проверка гипотезы о предпологаемом законе неизвестного распределения производится так же, как и проверка гипотезы о параметрах распределения, т.е. при помощи специально подобранной случайной величины – критерия согласия.
Критерием согласия называют критерий проверки о предпологаемом законе неизвестного распределения.

Имеется несколько критериев согласия: 
[image: image490.wmf]2

c

 К.Пирсона, Колмогорова, Смирнова и др.
В качестве критерия проверки нулевой гипотезы примем случайную величину

[image: image491.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image492.wmf](
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. Эта величина случайная, потому что в разных опытах  принимает различные, заранее неизвестные значения. 
Число степени свободы находят по равенству k=s-1-r, где s- число групп, выборки,r – число параметров предпологаемого распределения, которые оценены по данным выборки.

В частности, если предпологаемые распределение – нормальное, то оценивают два параметра, поэтому r=2 и число степеней свободы k=s-1-r=s-1-2=s-3.
Правило. Для того чтобы при заданном уровне значимости проверить нулевую гипотезу Н0:  генеральная совокупность распределена нормально, надо начало вычислить теоритические частоты, а затем наблдаемое значение критерия: 
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и по таблице  критических точек распределения χ2 , по заданному уровню значимости α и числу степеней свободы k=s-3 найти критическую точку 
[image: image494.wmf]кр
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Если χ2набл < χ2кр —оснований отвергнуть нулевую гипотезу.

Если χ2набл > χ2кр —нулевую гипотезу отвергают.

Лекция №15 Выборочные уравнения регрессии. Определение параметров линейной и нелинейной регрессии методом наименьших квадратов.
Уравнения регрессии Y на Х и Х   на Y:  М(У|х)=f(х), М(Х|у)=φ(у).   Условное 
математическое ожидание М (Y | х) является функцией от х,следовательно, его оценка, т. е. условное среднее 
[image: image496.wmf]x

y

, также функция от х;обозначив эту функцию через f* (х), получим уравнение
[image: image497.wmf]x

y

 = f*(х).

Это уравнение называют выборочным уравнением регрессии Y на X; функцию f*(х) называют выборочной регрессией Y на X, а ее график—выборочной линией регрессии Y на X. Аналогично уравнение 
[image: image498.wmf]y

x

= φ*(y) называют выборочным уравнением  регрессии Х на Y; функцию φ*(y) называют выборочной регрессией Х на Y, а ее график—выборочной линией регрессии Х на Y.
Как найти по данным наблюдений параметры функций f*(х) и φ*(y), если вид их    известен? Как оценить силу (тесноту) связи между величинами Х и Y и установить,    коррелированы ли эти величины? Ответы на эти вопросы изложены ниже.
Пусть изучается система количественных признаков     (X, Y). В результате n независимых опытов получены и пар чисел (х1, у1), (х2, y2), . . ., (хn, yn).

Найдем по данным наблюдений выборочное уравнение прямой линии среднеквадратичной регрессии. Для определенности будем искать уравнение 
[image: image499.wmf]x

y

=kx+b  регрессии Y на X.

Поскольку различные значения x признака Х и соответствующие им значения у
признака Y наблюдались по одному разу, то группировать данные нет необходимости. 
           Также нет надобности использовать понятие условной средней, искомое уравнение можно записать так: У = kх + b.
Угловой коэффициент прямой линии регрессии Y на Х называют выборочным коэффициентом регрессии Y на Х и обозначают через ρyx; он является оценкой коэффициента регрессии β.

Итак, будем искать выборочное уравнение прямой линии регрессии Y на Х вида


Y = ρyxx + b.                                         (*)
Подберем параметры ρyx и b так, чтобы точки (х1, у1), (х2, y2), . . ., (хn, yn), построенные по данным  наблюдений,  на  плоскости  хОу  лежали как  можно ближе  к  прямой (*).  Уточним смысл  этого требования.  Назовем  отклонением  разность Yi - yi (i = 1, 2. .... n), где Yi—вычисленная по уравнению (*) ордината, соответствующаяНаблюдаемому значению хi; уi—наблюдаемая ордината, соответствующая хi.
Подберем параметры 
[image: image500.wmf]xy

p

и b так, чтобы сумма квадратов отклонений была минимальной (в этом состоит сущность метода наименьших квадратов).
Так  как каждое отклонение зависит от  отыскиваемых параметров, то и сумма квадратов отклонений  есть  функция F  этих параметров  (временно вместо ρyx будем писать ρ):
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Для   минимума  приравняем  нулю  соответствующие  частные  производные:
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Выполнив  элементарные  преобразования,  получим  систему  двух  линейных
уравнений относительно ρ и b*): 
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Решив эту систему, найдем искомые параметры:
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Аналогично можно  найти  выборочное уравнение прямой  линии   регрессии
Х на Y:

[image: image509.wmf]y

x

  =  ρxy x + C, где ρxy — выборочный коэффициент регрессии Х на Y.
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